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т hik Brown 运动 的 中 栅 积分。 第 二 章 介 绍 了 随机 过 型 的 一 般 理 
Се, ЯО ТЕНЕУ ШО ЕР, ТЛ АРЕ DQ T HF R T ME #ER oy. 
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再 版 JY 


这 一 版 对 原 忆 各 副 内 容 除 作 了 局 部 更 动 以 外 ,主要 的 变动 为 : 
把 Brown 运动 的 局 部 时 的 肉 容 改写 为 连续 半 贡 的 局 部 时 :讨论 了 
含有 5 Но 过 程 ; 扩大 耳 第 五 章 , 加 进 了 可 蛮 系 数 的 一 维 随 
机 微 分 方程 的 Engelbesi-Schmidt 理论 与 Zvonkin 方法 М Я, 18 
Е.О Бе Сай F, LLE Stratonich 方程 的 Doss 方法 ; 对 
Mekean-Yyiasoy 随机 微分 方程 作 了 简短 介绍 ; 加 进 了 Brown Xii 
律 及 其 推导 、， 

此 外 ， 本 版 还 改正 了 原 书 的 话 多 芍 忽 与 印刷 错误 ， 

特别 值得 一 提 的 是 本 书 对 于 记号 与 名 词 索 引 作 了 一 个 完备 易 
HAR. 
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近年 来 ， 随 机 微分 方程 .扩散 过 程 及 随机 分 析 有 了 迅速 发 展 ， 
并 广泛 应 用 于 系统 科学、 工程 控制 、 生态 学 等 各 个 方面 ， 在 这 个 
领域 中 ， 先 后 BA T Gihman-Skorohod, Stroock-Varadhan, Ik- 
eda-Watanabe 等 车 名 概率 党 家 的 专著 。 它 们 分 别 各 有 侧重 地 总 结 
了 这 个 领域 内 的 最 重要 的 新 成 果 ， 并 且 对 基本 理论 作 了 全 面 的 兽 
述 。 这 些 著 作 在 我 国 受 到 了 广泛 的 重视 ,但 是 由 于 它们 篇 幅 过 大 ， 
论题 过 冤 ， 而 且 个 别 地 方 还 不 自封 ， 所 以 对 初 掌 者 来 说 ， 并 不 容 
易 掌 担 ， 编 写本 书 的 目的 ， 是 力图 选择 上 述 著 作 中 的 一 部 分 基本 
知识 . 概念 和 典型 的 方法 ， 作 一 个 较为 号 显 的 评述 ， 并 辅 以 笔者 
学 习 上 述 名 著 的 体会 ， 加 人 荣 些 一 般 理论 在 具体 情 训 下 的 实现 和 
应 入 ， 玉 期 便于 读者 理解 掌握 ， 铺 填 初 学 者 走向 寺 门 研究 的 道路 
上 的 坑 隙 沟 族 ， 为 有 兴趣 学 习 随 机 微分 方程 与 扩散 过 程 的 初 党 者 
提供 一 个 入 门 的 教科 书 ， 

随机 微 积 分 与 随机 微分 (积分 ) 方 程 起 源 于 马 氏 过 程 的 构造 ， 
后 者 起 始 于 Kolmogorov 的 分 析 方 法 与 Felier 的 半 R У. НЕ 
对 于 扩散 过 程 ， 更 接近 物理 直观 的 Langevin 方程 


dX =--4В, + 04 


是 很 有 吸引 力 的 。 可 惜 的 是 Brown 运动 B; 对 几乎 所 有 的 轨道 无 
处 可 徽 ， 因 而 从 数学 上 说 48, 不 能 按 一 般 的 想法 定义 积分 ，Ito 首 
先 给 出 了 积分 的 定义 ， 并 以 随机 积分 (微分 ) 方 程 


х, sX | о(в,Х рав. + | bes, yas 
° ù 


的 解 来 表达 扩散 过 程 。 至 今 ， 从 По 开始 的 随机 微 积分 不 仅 适用 
于 扩散 过 程 ， 而 且 适 用 于 一 大 类 非常 广泛 的 随机 过 程 -一 一 半 猴 ， 
成 为 随机 分 析 的 有 力 工具 ， 

本 书 着 重 介 绍 随机 微分 方程 的 强 解 、 弱 解 及 它们 与 扩散 过 程 
和 某 些 带 跳 跃 的 马 氏 过 程 之 间 的 联系 。 本 书 只 假定 读者 上 共有 测度 
论 、 随 机 过 程 论 基础 与 离散 驶 论 方面 的 基本 知识 ， 在 这 个 基础 上 
书 中 的 内 容 是 自封 的 。 本 书 的 主要 内 容 兽 在 北京 大 学 数学 系 及 概 
率 统计 系 研究 生 课 中 讲授 。 本 书 的 对 象 是 高 年 级 大 学 生 、 研 究 生 
及 对 基本 理论 及 其 应 用 有 兴趣 的 科技 人 员 。 

本 书 第 一 章 讨论 Brown 运动 的 随机 积分 , 这 是 经 典 随机 微 积 
分 的 主要 内 容 ， 虽 然 它们 是 第 二 章 的 特例 ， 这 里 还 基 用 较 多 的 篇 
幅 叙 述 并 证 明 。 一 则 对 于 只 需要 经 典 情形 的 读者 ， 例 如 不 准备 专 
门 从 事 随机 过 程 理论 研究 的 读者 ， 扣 供 必要 的 知识 ， 再 则 也 可 把 
它们 当 作 现 代 随 机 积分 理论 的 背景 。 此 外 ， 读 者 也 可 以 根据 具体 
情况 , 跳 过 第 二 章 与 第 三 章 的 某 些 节 段 , 也 可 以 胱 过 第 一 章 次 接 进 
和 第 二 章 。 第 二 章 的 前 三 节 介绍 了 随机 过 程 一 般 理论 的 梗概 (对 
于 希望 更 全 面 学 习 与 了 解 现代 款 论 的 读 者 可 参考 [YJ], [HWY]]， 
CRY] ,这 方面 的 结果 也 可 以 参考 [J],[DM])、 然后 介绍 半 蒜 的 随 
机 积分 和 连续 半 抽 的 по 公式 (我 们 把 不 连续 情况 放 到 第 七 章 讨 
论 )。 本 书 第 三 章 讨论 连续 半 鞠 的 随机 微分 方程 的 强 解 和 Tte 方程 
的 弱 解 . 第 四 章 讨论 马 氏 型 1to 方程 能 解 的 存在 唯一 性 条 件 ,介绍 
了 著名 的 Stroock-Varadhan 定理 ， 并 且 在 存在 唯一 条 件 的 基础 
构造 了 扩散 过 程 。 第 五 章 讨论 一 维 ho 方程 与 一 维 扩散 ， 着 重 论 
述 了 边界 点 的 分 类 ， 讨 论 了 扩散 的 常 返 性 与 保守 人 性、 第 六 章 是 带 
-边界 的 随机 微分 方程 与 扩散 ， 介 绍 了 Fichera 边界 分 类 。 第 七 章 
给 出 了 一 般 半 驶 的 分 解 与 le 公式 ， 并 讨论 拟 左 连 续 的 o 有 限 点 
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过 程 的 戎 机 积分 及 将 有 平稳 点 过 程 积分 的 随机 微分 方程 。 这 种 方 
程 的 解 是 既 有 连续 部 分 又 有 跳跃 部 分 的 强 马 氏 过 程 的 典型 情形 ， 
在 本 书 的 最 后 ， 有 一 个 关于 连续 时 间 著 和 Brown 运动 构造 及 
凸 哆 数 的 性 质 的 简短 的 附录 , 
严 可 安 同志 对 原稿 提出 了 许多 宝贵 的 六 见 ， 笔 者 在 此 对 也 致 
以 深切 的 感谢 ， 
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第 一 章 ”Brown 运动 的 随机 积分 


81.1 有 关 Brown 运动 的 某 些 性 质 


жанр, со, я, РУЗЕ Е, ро 为 样本 点 
В, S 20 Е оК, PES у УНЕ BE. 
我 们 用 AEA E x 记 了 维 欧 氏 空间 R PT Л х E 
ВЯ, АЕ. 

记 

R (06%) = (u; наи}, 

ERIS у= оби: 051500) | 
(H —Ulu ЕЛ ОЕ, ЕТ E u J ер И Ez yc 
&®). 

REPR, OR HS ж К 00990 уу М) — 4 可 测 变换 为 随 
机 过 程 。 ЕН X Y, 7, СХ Эшсез СУ есе») ОЁ 
也 用 希腊 字母 ， 例 如 Ср. 

定义 1.1 Жр ГАВ Наз ји, h О ЭЕ 
的 0 代数 记 为 多 C0)， 则 可 测 空 间 CU, СС Ар Polish 空间 。 

в 1% . 

СГ0, 22) = ‘ш; m= (+, шуш, WA t ЕВС, 

在 Сїб,со) 中 定 交 距离 Pe: 


RE Kjee ДІ 
p (t = > са" 





(ш = (ш! ушшш, = 1,2), (1.1) 
其 中 


lwia = sup lwrl, (1.2) 
очен 


那么 CTO oE p. 再 成 为 完备 可 分 距离 空间 ，(〔CL0, оо), ¿C 
[0, 00))) 就 是 一 个 Polish 空 间 .。 

ES WRAL n] 代替 ГО, 50)， 那 么 相应 的 ССО, п) 在 模 
| in FRA Banach 空间 。 所 以 实际 上 СТО, 00) 是 Frechet 空间 ， 
也 就 是 具有 不 ЖЕ Ж (ШИН м оо (ово, ww) = ре’, 
2 ”2 的 完 徊 可 分 距离 线性 空间 。 在 这 空间 中 收 和 伊人 性 г’, SË 
价 于 о Ost co 上 局 部 一 致 收 化 到 如 *， 即 在 [0,co) 的 任意 
ТЖ ЕВС. 

为 了 使 记号 简洁 ， 邻 后 我 们 记 wia ОГО, ооу dik ERAL 
FM. 

ПЕШ СИЗӘ ЈЕ Е Р ТЕО AiE FE 

NWSW WES (ш) рс) EWS 
生成 的 9 代数 。 为 此 我 们 先 记 后 面 的 9 代数 为 .多 '。 
首先 我 们 注意 在 t AMER X (юу We 上 的 连续 РЕ (ШЫ) 
屯 说 ， 是 连续 省 钞 )。 于 是 对 这 个 1 及 任意 实数 4a，{w: wa} 
д ИЗ, МИ: (Ш; №, За} с (И), HARDE 近 就 得 到 
Я’; 反之 ,对 于 任意 л, то (ш = (и о), 
我 们 有 


fws bes. <] 


= {| {mlw ме, 
ия, | 
因此 多 (CW)C 多 КНИГА, = (УУФ), 
定义 1,.2 Ша асо, я“, (МГ) 的 可 再 变换 
XCX (Ww))0a4cw) 称 为 (0;.F) 上 的 连续 随机 过 程 (显然 当 t 固 
ER X COVERET R4 的 随机 变量 ， 即 4 维 随 机 向 量 》。 


2 


定义 1.5 概率 空间 (9,. 氏 ,P) 上 的 连续 随机 过 程 
В= (В )ошр<® 
称 为 4 维 Втома 运动 ， 如 果 B =0, В, Жо, F, P) Ей Eh sr 
Ж: 
E(B, -В,)(В,- В) = 0 (уриа), 

mH В. - В, А 学 HAA, DARRI- sC I WR 
ХВЕ) йо Gauss (EDA ЧЕ В: - В. (0, (t — 821). 

ЗЕ СИ, (W, PP) 上 的 坐标 过 程 X  Ge)==tm | k Brown 运 
z В. Ре, = 0) =1, 则 我 们 称 己 为 加 ieaer WEE, (W 4, BWE), P) 
29 Wiener 空间 ， 今 后 我 们 专用 记号 P" 表 示 Wiener ВЕ. 

定义 1.4 жй о КОКС) осо 称 为 参考 族 ， 如 果 它 
x + дне, BH 


多 <На); Жү = Пя, ce... 
п п 


对 于 # Е 38 T с RRR осо ЖЕНИ 
CF posia Е, lú 


S. = N я, 
t 


GEF V ТЯЖЕЛО). BEO, ЯУ.) 
ЖУ ТШ ЯФ Р, c 代数 = ТЕР ТУ Ж И СЕВ) 
=. SME), ев! Иня ,. ВИ, 

СЯ: = Я, 
ЗЕЕ Я.С, ОЖ НЕЕ. 

ЭЪ СЯ ЕО, 2) 放 在 一 起 , 记 成 
(OF EF ocete CAC, 9,09. ЁШ ОЧ PE X= (X , oc t<= 
СЯ ОВЛ, RAEE б>0 ш, X E) я nr СТ 
ах, Ef, 


定义 1.5 ХХ О, 8 上 的 随机 过 程 。 记 
ЗЕЯ: вч!) 
(括号 中 的 随机 变量 所 生成 的 0 代数 )， 
FSFI 
我 们 称 {. 多 如 为 生生 成 的 参考 族 。 
我 们 先 指出 Brown 运动 的 一 个 等 价 条 件 。 
命题 1.1 HP, F, P) LEERE ВЕЛИ Е Этте, 
ТО: ОКА H; РИТ: 
1° Pp Brown 运动 
2° 对 任意 ЛЕВ“ М t> s> 088 
| Ece in -B | 99) =e ha ts (а.е.4Р)з (1.3) 
3° 对 任意 ле Ая М tosi EA 
Ее iB, B | I) =e hin- (а.е.аР). (1.4) 
证 明 1 人 2， 由 于 也 是 独立 增 量 过 程 ， 对 于 t>>s2= 05 TE 
ЖЄН 


Ecela iB B Og = Бејл? В,-В, En, 


= 1,0, i PESARA A 的 示 性 函数 )， 报 据 条 件 期 
望 的 定义 ， 上 面 公 式 等 价 于 


Бе, | убу = Ee BB Ca.e.dP), 
这 就 是 (1,.3)。 | 


2°=3°. Ин sicr, 由 (1.3) 及 条 件 期 望 的 性 质 
ECe Bap о | 


mela (B... 1-8, Бейт (p -В.,1) [| жо ру 


dp) 


2 
se lai (1-4) (n=). (1.5) 
4 п*=-л, 记 
че 
Яя (п*= -1,-2, +), 
f. 


Хв Ее uB -B | у») = Бе -B >| уо ‚>. 
п 


FEX, 是 一 个 复 值 的 逆 时 著 列 ， 而 且 EIX] =1(<со), HI 
此 革 s* 存 在 荆 极 限 。(1.5) 就 变 成 


| L 
т 2 
Бе! tinaa) | F’ 1) lye lAl e 
a 


ШЇ, ЖИНАЙ Xa 与 其 工 极限 Хе") д 
Я НИЯ, Жр 
РЕЗИ 
也 就 是 说 
Ece" sl у у= Ele" nen F a) 
=X a= e $A (а,е.аР), 


НСТ. 4). 
3°=>1°, 对 于 F? ГА d У М ABER, 
1725220, AM3, ЖТИ 


Есе! "в, -в,деіи ту = ЕС Бе! Bb, ota | яву 
= Ере!" tE cet Tta, Ba] 98) ] 
= е- 12120050 EeiaTa 
ЯНВ, — В, 51 ЖЕҢИЛ жи у, 8.8, 8,000, 0 s), 
5 . 


ЯВ, ><, <= 是 Brown 运动 

命题 1.1 说 明 (1.3) 可 以 作为 Brown 运动 的 特性 刻 划 ， 由 此 我 
们 可 以 把 Brown 运动 的 定义 稍 作 推广 。 

ENIG 对 于 (0,.Y ,及 共 上 的 完备 参考 族 ( 并 (有 时 简 
IBA, F, CF DP, КСО, я, Р) EER Cs зам 
Ф B= (B, „2004 ) Ся ,) Brown )5 gh, П ВЕ, 对 
y A€ R* ,t>s>0F H | 

Ее Bs- Be м) = eis (а.е.4Р). (1.6) 


注意 此 时 B. RUDE., ВИАН FF № Ж ВОНИ В, СЯ, 
Brownia zgj. Bo AE Fo 中 的 任意 随机 变量 ， 

仿 命 题 1.1 证 明 中 3”=>1” 的 部 分 Bu PE BH, 我 们 也 有 :; 对 
CF Brown SB B, B,- B, ЯМУ В. 

21 Жс», Ка. OTA: ВСЯ ,)Brown 返 动 ， 
mj B, - В, 是 Brown 运动 。 

+2 ВИ. BÆI ,) Brown 运动 ， 当 且 仪 当日 是 (1) 


Brown 运动 ( 记 住 ， 记 号 .了 是 r =, МЕНЕ). 
ж3 《1. 介 中 只 须 假定 对 有 理 的 成 立 就 是 够 了 . 
注 4 ME ,) 不 是 参考 族 ， 而 只 是 的 递增 子 о 代数 族 
СОН», 那么 41.67 保 证 了 BECS Brown 运动 。 
在 本 章 中 ， 我 们 将 定义 随机 过 程 对 (9717Brown 运 动 的 积分 ， 
首先 我 们 指出 MF Brown 运动 的 轨道 定 义 积分 一 般 是 
行 不 通 的 (除非 把 “可 积 * 通 数 一 一 随机 过 程 一 类 限制 得 很 小 , 这 
样 也 就 失去 了 意义 )}。 为 此 需要 回 亿 Brown 运动 的 如 下 特性 ; 
引 理 1.1(Levy 的 振动 性 质 ) “ 设 器 为 Brown 和 运动， 又 


Ч РЕР 
А, = ьн Ëy АВ, =В,,,,-В, ‚ h= max At,, 


1 0<h<Sn-1 





n-i ` 
E УКВ, D- (s= si) | 080-50). (1.7) 
k= 0 





z 





ъ-1 | 
证 明 = Е | SAB) ~ An] 


t- 1 
= УЈЕГАВ, Y- ДЕ, T 


+- 0 


+ DEKABR, Y- ААВ, = Дт], 


k= 1 : 
由 于 AB, 与 AB, (kj 相互 独立 ， 所 以 第 二 项 为 0， 而 第 一 
项 为 


DELCAB,,):— At. 2 


k= 0 


-1l 
= DLECAB, 2% + (Ле) -2ECAB, , 2, ] 
k= n. 


в-1 
= >ИЗГЕСАВ, YP- (АБ) 


ГИ) ` 


в-1 
=> (А, 25215, 81), 


511.2 今 [s1,50] 的 2" 等 分 点 为 


s= Их <и? = Say 


那么 
| 2-1 ас 
S,= > (AB, tn) ys ~ s, (а.е.арР)у, (18) 


证 明 对 V e,220, [IH Chebyshev 不 等 式 及 "1.7? 我 们 有 
Р‹]$„- (ss) SEn) > -EIS (s, = si) l 


1 


2 
Ед 





= 
=. 


2Ёй (в, — 51) 


2 
Нота (525), 
一 ш 


~ 1 | 
Нє, = 1/n, зэ отед <°, в 
А, = [д 一 (53—81) | 22е,}. 
ТУРА, соо, 用 Borel-Cantelli 引 [ 理 得 到 
1 


Р(иш А )=1 


CAA ЖА». БИЕ ЧЕ 1 НЕЕ n,Ço9) Co € Q 为 Brown 
Ea В ИТТЕ ЖАН), 24 nen Ce) HER |$,-(5,—-5))[< 
1jn。 此 即 (1.8)。 = 

Brown 运动 的 轨道 ( 即 В, 的 一 个 样本 国 数 )? 虽 然 是 连续 的 ,但 
却 “ 极 不 规则 ”。 它 们 以 概率 为 1 地 在 任何 有 限 5 时 间 t ) 区 间 内 都 
不 可 求 长 。 这 就 是 ; 

541381,3 CARREG Г hh Brown 运动 的 伴 本 国 数 在 上 的 任何 
有 限 区 间 都 不 是 有 界 变 差 的 。 

证 明令 {作为 引 理 1.2 中 的 分 割 。 记 

hn(o) = шах| AB, |, 


H b, Cu) Esp’ з ЕВ ЕА Е, 24 max At 0FF, 


Ап (02-0 (a.e. dP), 


于 是 对 引 理 1.2 中 的 S.， 我 们 有 
[S |= G) ОАВ]. 


因此 下 引 理 1.2 得 到 — 
>; | АВ l> S o (a.e.dP5, 
Р п 


Brown 运动 的 以 上 性质 说 明 不 宜 对 Brown Варе ЯН 
积分 。 


51.2 Ио 积分 的 可 积 函 数 次 


在 给 出 Ito 积分 的 经 虹 定 浆 之 前 ， 我 们 还 需要 讨论 一 下 可 供 

为 "可 积 " 国 数 的 类 。 由 于 维 数 不 起 本 质 作 用 ， 下 面 我 们 不 妨 设 
4=1, 

定义 1.7 (0,9) Ех = (X) ;>o 称 为 可 注 过 程 ,如 
PXG, ш) = Х, (о) (0, So) x 0,.4([0,со)) x sr) nf ЖБ, АП 
во, я) Ее, >, 而 且 对 YT>0,， ХО, о) | ш, стаз 
Сне г ВР Го, т] № (T0, т] хо, (L0, T' J) x Sr) B] NI 
Юй, MERX Ся ОЕ. 

法 国 Strasbourg 学 派 在 随机 过 程 的 一 般 理 论 中 把 随机 过 程 看 
成 5 区 的 二 元 函数 ， 由 此 区 分 出 了 一 些 特 殊 的 二 元 可 市 类 ， 它 
们 在 随机 积分 理论 中 起 了 重要 作用 。 本 书 中 RIRE TC Op 
右 连 续 性 ， 从 而 可 以 把 定 浆 叙述 得 稍为 简单 。 

定义 1.8 HE, FCF) ZECO co) x О,,.Ф([0,ос)) 
х.) у К, 

Z = (A; АЕ 90, со)) х.я, TAROT HEFE 

E= REER Е 

ФОНЕ» 


а оС СЯ ОДА УРРА); 
ОБЕДЫ СЯ VERED; 
#** = of 连续 《7 1) 遂 应 过 程 )， 
PRACT 4) 循序 0 代数 , 称 为 (FPF,) 可 选 9 代 数 ， 交 称 为 (1) 
як. 随机 过 程 革 分 别称 为 (CF,) 可 选 过 程 和 CF 可 料 辽 
程 (在 不 混 诡 的 情形 下 还 可 把 ЧС,” ВЕ), ИХ, Я 
т. “М, в Жи. ЧН. 
当 概 率 P 给 定时 (人 ， во, я, 这 时 常常 考虑 
Ре ЕТ ЇїЇ& Ж ЖС, Юя pashe ME, 
命题 1.2 ЕО, Я, SaD ROE 
1° ХАТА, ЭНАМ Хе, хе, 
2° сво С, HRERS i) 为 完备 参考 系 时 ， 
@ = @*), 
3° = (0,09) F Мои] х.ж, Оооо} 
= ([0, оо) х.#„)\/О{[з3, uyx я .., 0<s<u<co)j 
= фе = g ** 
因而 可 料 过 程 必 是 可 选 过 程 ， 可 选 过 程 必 是 循序 过 程 
证 明 ТОНЕ. "ХЕ, МНЕ х" вет 
№ 


Уа, (A, € .Z#,) 
的 简单 函数 的 极限 ， 按 9, ПЕХОТЫ. ТЕ 
Х+ 也 是 循序 过 程 。 因 而 X=X+-X7 是 循序 过 程 。 反 之 ， 若 
为 循序 过 程 ， 则 对 任意 4ER，Tixrswy hoea AO 是 循序 过 
H, AELEZA =, ША € я, 
2° 的 证 明 ， 设 Х=(Х,),„„ BEER EMi. $ 
Хе = 2х +, 1 ГА ray. 
显然 XU. XX, . 
10 


H Х?Є ЗУ X € e. ШН — Е 型 的 X БЕ 
成 ， Hit. e. 

JW), ШХА СЯ, Ем 过 程 。 在 [50, 了 ]x ERT 
EML 


Хө = Хай + БУК э sl [二 二 р, 2). 


ал хос g ([0, T J) x Sr, 而 且 在 [0, T Jx 0 EX Хх. 
ШШЕ X jar ER ([0, T]) x г. BH х ҖИРЕМ. Ш 
XEF, Ше" ЕХ ЕЕ, MAPP 
ЗЕ. 由 于 如 下 的 过 程 
Х=1,00) (AEF), 
Y =н (huy AEF.) 
均 为 左 连 续 (. 人 适应 过 程 ， 我 们 得 到 | 
 ([DO,co) x) V o((s.,ulx я OSHC 

反之 ， ИХ Я Ев. $ 


Хх” = Хх, Уха С,» ; 45170. 
з" 2% 


显然 хх, НХ Єт ЖЩХ Є Г0, оо) x V ОСС] 

А 28 2” 
x. ,, 045и), A mm XEU] F 055 
<и), 485.98) ЕЕ ЖЛ ER, PHVL СО, со) x 
олов, чух 0<3<a)。 第 二 个 等 式 显然 。 

由 第 一 个 等 式 推 得 .二 多 *。 ВПС **, ЗЕ, 
ELi- 1/n,t] ЕЗЕТ (m co) 
Х,а T+ > Xaa asr, 


peled ы, 2 2 2 
no gm 


PAX ДЕГЕ -1/n ЈЕР t- 1/п,„]х)›ж,, 并 可 由 连续 过 
a . 
11 


ЖИЙ. ЕЗ есен, ДЫША PIF. 

Pe i, 

2 = 32900) x А) UU ри хА, 
(ЛЕ Я, A, €=. 的 集 所 组 成 的 类 ， 
HR иронии Аб, е, А.Е, Б.О, lx A, 
MARP. IA Р СЯ ЛЕТЕ РСК, m А. 
m= оС). | 

Р 48 Ар ВС УЕ хата за E| X [< оо, 

үн, ЗГЕ ЕЖУ У ВЕ рл А Я РА Ж: 
DECO x А) =Е Тахо] (AEFI, 
Б((з,и]хАу=ЕТ,(Х„-Х,)] (АєЄ.#,), 

PRAX Нова. Т ХО ШИА. ELX 是 零 
WEG GW SEA 294 Р==0, 

ОЕ, PEAX ий Т RREJA9DoleansE r, IB n EAE 
DHX EaR ЕА, Doleans АГЕ p IE 2 P Е КУ R 
为 Doleans 测 度 )。 并 且 在 对 应 于 和 启 一 个 Doleans 测 度 的 可 积 (.F 2 
适应 增 过 程 中 唯一 地 存在 一 个 (和风 可 料 过 程 。 它 称 为 共 他 过 程 
的 可 糙 对 侦 投 影 过 程 。 由 此 发 展 出 所 谓 对 人 惕 投影 理论 。 我 们 将 在 
š 2.3 中 阐述 它 ， 

在 讨论 随机 积分 了 时， 我 们 一 般 假定 CQ,.,P) 是 完备 化 的 概 
жу, ШО. 

Ся АЕА Алеся 1 适应 的 可 测 过 程 。 反 之 对 于 给 定 
的 概率 己 而 言 ,CF 1) 适应 的 可 铀 过 程 Р ОХ SY АР 等 价 ， 
WEH У 0, HA PCK SY DS DESAI рн а, < 
个 过 程 称 为 原 过 程 在 P 下 的 可 选修 正 ( 当 然 更 是 循序 修正 )， 


12 


命题 1,5 EECA CT OPMER CT O a o E 
FEX, ТЕРСЕ ЕЕ С OTERI ЕХ. 

证 明 令 | 

ge = (X: Хар, УЕ, 7, он В iE}, 
РН ER RREH, НЕ, АХР РХ А 

YMS (ECX PIF Drao 

НЕХ", Дуу 
lim, *п ЖИР 7С, 
0, НЕ. 


ВЫХ МУ = (ЕХ, я), ВТО. Зр 


ТАС (70, ос)) х.т. ТЄ Ж}, 


П = {Л = (8, вх А; аи, AC ZY, 


那么 了 是 元 系 .及 对 于 [3s ,wD) xx 人 4E 万 (人 正极 右 连 过 LL С 
ЕТ КЛЕ ECL шка ВЕ МЫ 了 之。 由 于 
РЕМИ, k Jal EH ta лар К, 因此 = .#([0,со)) 
хя, ЛЕ ГЩ Е РГД] >< НЕЕ СУРЕН М 18 М 
я, Ню TF ar. 

ТЕС ORMA ТРЕ РА, WMA X ¿n СЯ Ш 
БУЛТ А яра РЕ, МАХ AnA ECX An E Drao WEE, 
但 是 我 们 已 证 明了 后 者 有 可 选修 正 ， 从 而 X An AEE, H 
此 推出 和 有 可 选 和 修正。 这 就 证 时 了 本 命题 。 

8181.4 10(р;>1!) 


2} = (ә, Фе (Piso 汪 в) ДЕНЕ Pe 


т 
ся а ИЖ YT, ЕЈ, Расса), 


13 


在 Z, АУФ, САЗА АФ, = АИТ: 


др $ ФА, 
Jop | 

[Фе = (F |е). 
那么 =, 成 为 可 分 Frechet 空间 ， 

Ж ”如果 只 考虑 COT] ЕЖУ, Пя, = (9: 
loinc} ЖА т 在 jz 下 成 为 可 分 Banaeh 空间 ， 
<, 中 的 收敛 性 等 价 于 可 列 个 Banach 空间 ,vs 的 乘 积 05k 9 
+. 

5181.5 1000221) 


жу Ф = (l), „о, ФЕИ Е ВЕН, 
T 
且 对 YT 固定 | |Ф,|'@<оо, а.е.аР}, 
在 Z° 中 定义 谁 范 数 


„о в 
lol D бы“, 


telys (z ([ 1Ф,1'4)л1]) r, 


MAPT EERI -PI 下 成 为 具 A CEE” TE PE 离 的 线 


其 中 


HERAA, loops, BBS vn f iom de 依据 率 收 


ATC m co), 
РЕН НН НЯ, ЖЕНЯ. 
Е ФЕЯ, WERS ФСР, ПН. 
14 


о, 

命题 1.4 对 于 YE ,存在 可 料 бе 2, Et 

рн 
ф= Ф, 

I Ó KJ Ф ТЕРЕНЕ. 

证 明 Еа. 3, 多 有 可 选修 正 ( 国 而 是 循序 修正 )， 所 以 我 
们 不 妨 假 定 Ф 为 循序 过 程 。 令 

Аня (w; Г [$3,4 ds = оо). 


由 Haoider 不 等 或 


Г л (Га) (Г оа) <=» (а.е.арРу> 


СРР “ЕШ” Ф.(1/р) + PO = РЖИ A, М 
Ж. 


我 们 定妆 
Фа = Í n | ds H a » 
( | "п ) Садуев 
limu), 当 这 极限 存在 时 ， 
Фо = т" 1.9) 
0, 共 他 情形 ， 


НР ВЕ Г =, Z P 28 ES Ф ОНА, ПЕН" ЕС.) 
适应 和 的， 但 是 时 ”区 是 左 连 续 过 程 , 因 此 其 极限 多 是 可 料 过 程 。 


IA W, Hogi jA НЯ. 对 YT>0， 


T 
| Ip, lds< eo, 
Ü 


RAHA ZA oE |] An 有 
1 
oaf od 3o, aein, (1.10) 


Asiu) BV OD Nr}, 
EA АЄ(б,со)ух =, 

СОЕ Г Чо REE І о гй di Е 
ШЕ, Миних 8 (ГО, оо) x. ф хар 的 零 测 集 。 所 以 
站 也 是 零 测 集 。 我 们 就 得 到 ， 

ÍGC 0); e= ë; 
ЕЩЕ. ВЕ гу" Ф=Ф. 
约定 今后 2 ,, V 中 的 元 素 更 恒 指 它 的 可 料 修 正 ， 
тані. 41 & МД 
Zr = LO Tx 0,.F, dix dP), (1.11) 


Z, = (E d0n]x 0..9, ахар» (1.12) 
в = | 


《在 拓扑 等 价 意 义 下 相等 ), 其 中 工 , ГОТ] хо, 9,4 хаР JE 
ЖИ ахар 被 限于 可 料 c 代数 я LA ЖЕ, 空间 的 如 下 
ОЙ: {Ф: PWST) 

_ 8131.6 ФЕ, эң R і ча (т) RF 2] c. CHICO, < 
GEF, ‚Ур со(н.е.аР), r, #55, 使 Фо. (EF,, 
ТЕ ЕЕ E F, АПН 
Pelo. 100) ~ Ф]У°->»0 {п-к00), 
证 明 oeg, 4 
16 


T, = n. inf |, Г lp, ds 路 
А | 
IPA r, ЖОРИК ж, Ж], H r, 4 со(а.е.аР>, № 


了 


我 们 有 от, ре ,, 即 Го, т „ж (ж, УЕ КУ 过 ®. ‘п. Ë 
ХДЕ, Am ЕНГЕ н. TE ФИ. КОНЕ. 
ї{ у T > 0, 我 们 有 


F| Ф.Г, т по [5-Е (| Ф, гаг) а 
因此 ФІ, OEF. | 


KZ, ЯФ, Кое, ИГЕ |" Ф "оо. Mi 


Ал =fv, Г |p, |? = сз} 


RENE. tewel 4 外， 我 们 显然 有 


Гаске сул). 
Нс. ооз Фе Z°, 此 外 ， 对 YT>=0 我 们 有 


т 
Г |Ф, = Фат CD rd: 


T й» 55 
-| to, rao (а.е.4Р), 
АТ 


ҢА, АЕ ЖАН ak 0. HEED- ФД, 100. 
ж рел Ф АСЯ, Dn EHE (predietable HE). 5} 
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Е С) ААЛА РЕ, 国外 有 些 书 与 文献 上 称 (7,) 
适应 的 可 测 过 程 为 rolanticipating 过 程 ， 意 即 “ 不 依赖 将 来 "的 过 
程 。 易 使 人 混淆 的 是 ， 依 中 文 的 字面 也 可 把 nonanticipating 译 成 
RRP G ЕЕ ЕН Г). 这样， 几乎 是 同一 的 
概念 (“predictable” Fç *nonanticipating”) 在 中 文 上 却 被 译 成 完全 
相反 的 词 ("可 料 ” 与 “不 可 料 ”， 为 了 避免 这 种 不 必要 的 涪 清 ， 我 
们 建议 把 nonanticipating 改 译 成 “ 非 预期 ”的 (而 保留 国内 多 数 著 
作 及 文献 中 使 用 的 predictable 的 详 名 “可 料 ”) 。 
命题 1.5 令 


G), 


ЕЕ] 


Fo ={Ф. ФЕИ + >, РЕГ: 
š, = 


СЕН, A fofi Г, 
пея ће). 
ИП Z, ЙС АВЕ fE t ЧЕН Е АСО, ТО дол ЕВЕ 
形 ( 有 只 取 有 限 个 随机 值 ? 过 程 。 我 们 有 

1° Fa EF, Hs: 

2° осоЕ + IYF № == @ 1). SEDEF, Н. 
Q CO МА plo =0, ИЕ ФЕ, 使 

ФТ = ‚ [P p] , 0 

“我们 称 满 是 ОФ ==0 Ф № “ЖЕ Q, LEE” ПФ). 而 且 当 
| 更 | 之 它 时 ， 还 可 要 求 】@6( <C. 

ЖЕЗ 1° 的 证 明 , E pEr, 0 p= p'- ф-ң o, 
e c zZ,, Wk Ah Ф220. 于 是 我 们 可 НМ в 
Ф220, ФФ. НСО ИВС РЕНЕ ZE 
L y([0,T]x Q, Z ,dP x d> 


中 ФЛ ту ORRA ФО). WAAIDE (1.12) 我 们 得 到 
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фео. ЭФ, 此 时 Фу 


ж 


qi") арх n] (АЕ P), 


TH ФЕН E O, LEE” 性 ， 
OO PEIRET 46 ЕВ, AEF, ГС, R 
Lila, ~ 0， 可 以 用 “在 Q ERCE” MZ, АВЕ, ВХ ВИ 
Га. КИР ДЭРЕ. 
И, А 
msni Tais’ Dds, 
pa 


+T оң 


于 


显然 二 “在 Do ЕВ”. 仿照 命题 1.4 移 还 盟 我 们 有 
HOQ T| -0. 


Нк, 由 于 | ， ЕТ аз ос K Fubini Em, ЖИЛ 


|. ‚ Ра 8, 62) 95 


按 贺 道 意 交 存在 ， 珂 此 二 可 以 看 成 有 办 连续 过 程 。 
м, ОНИ. ЖА: О, LEFRAT 连续 过 程 Р, 
HES 
y= pf 4010 + У) ФР 


£ уя Tehe , 

MAPO ST О, ERKE”, Е, Н 1,0. 
2° ТЕД В ФЕ 7°, ЗІЯ 1.6.387, оня z, Í =°, 
Е Phas ре 2, НАРА. Q . H1°, J PUE 
Fo $E IDT ФГ, корт, H 


1300, 


но д 


IES oho Рек Фо „Ор, 
TIPSY — $|: 0. И, EEI ФД, O м ФН, 
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“在 Qo 上 部 零 往 ”总 是 可 以 要 求 被 保持 的 。 
ЕЁ 2 含 和 一 个 子 类 : 


Fp (oes, Ef |b, rares}, 
e 
在 范 数 | 
\®],..=(к| 16.1741) ' 


F. Fp, ЩЖ Banach Zrii. Ф], >4 p = 98F, ЖД Hilbert 5+ 
ЇЙ. ХАЖ ЧА” ПЕРА КАРТОН. MECO, 22 
EHR РН: С, $ 1.4. 


1.5 平方 可 积 蒜 与 局 部 平方 可 积 鞭 


MT. ЖАСО, Я РИВНЕ 
(ХЕ, СЯ Е Ш ІА, ИРУ t220FEE 
# FX cos, PAC OROFA TAM, и № 

sup EXIS < 


《时 附录 定理 4 ， 它 等 价 于 CX Do0crew Ж СЯ Ya s se E FTB 
н, H FEX2< oo), 

СТОЯ Я Ika k g C >, ей: 366821 82 2 
Жжтж. ОЕ Талал, Ся). 在 
ИН, RIEBE OBK, MIRA nAi DL. 

Р-Н Е ЕЯ ЖИ. 
МХ. УЕМ,Н P(Vt,X,=Y,)=1, ШЕ X=Y 
并 且 在 本 书 中 不 征 对 此 X,Y 可 以 区 分 。 
Е 和 抛 多 书 与 文献 中 { 例 如 Strasbourg ОМИ НГЕ» 
НН) ВО ТЖ. 
5191.7 IKEA EX 
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| x ] > > 一 F XZ 


下 


那么 р» 在 次 范 数 | - le, 个 成 为 Frechet %2), НН: 是 它 的 
АНТ]. ХУ, 在 范 数 
[X |ë, = EX: 
下 成 为 Hilbert еў, JERE Ma БЇ, a, HTI e 
ШЕН РАНЕ, h! x ~ Yle, 50 F HNX =Y 
ПИЯ: АЭ Уп,Х„=Ү,(а.е.4Ру, FFH j M: 得 
Сржлка.е.4Р), НЕХ. УЖА, ME X >Y., 
FERLA НГ о HSE СЯ РЕ, mi IRI 他 部 分 是 ШЕ, 


р Ат .:—0(1,т-*52). ШАХ х" Ду Doob Ж 
式 


ЯХ, = Y 


хы Ха 
Pesup X9- Ху? душ 1а 
бот] 


a 
НЕ, xry T 
А `í Р 
бир [хх] — д. 


АЯ ВА ТЕ— БЕНЯ ЕЛГЕН A S h, xF - г Н 
пто +002, тк), Ш {ЮЛ КЕЛЕЛЕ X.C 5S， 使 对 
ОТ Sk Hb $f ОСХ'?,Х,)у-»®0(п-®со), НИТ 致 地 
у, —x e TERETE КРЯК RRE Да, Xa. е.аР 
ЖРЕТ) ВО Sk Х.. БН X, ЖД жж) 
CF ОШЫЙ, 

办 一 方面 , ЇН ELX- Х 2-01, тоо), h Г. 
эб УЕ ЗЕ FIHB ELX- X, [0сп со), + в ШОХ 
CF ORE AEE (s, RERE |4 H X €... 


21 


ШНДХх''-ХЇ,„„у=0(уТ>0), A m [Х''-Х|„,-=”0 
(n —co), ЖИТ МЕ. 
Wm, ХЕ а, ХС, 
定义 1.10 ЕО, F, CZ, P. ЕЖЕ 
X82302 ОН, ДЕТ (es Ot bF ple. k co, (EX ася 
Су" "аа Xi зо АСЯ, 8k, Хо E УЕ 
Хес, ИХ СЯ ОВ. 
АНЯ НА У р ЖЕЕ Ж 7% Е КАНКА (Е, 
BUL — Арп М Е Рот Я Е S 2.129. 
随机 变量 称 为 (2 局 部 出 。 
记 
СР.) = ИИС УЖ, 
AEP OSAT (2 ИЕ; 
ся) = КИН Ся, ОМ 
А“ ж о = СЯ ЧЕ. 
一 般 也 党 简 记 ЖУО, ss. ес. 
Wale =. gases, 
与 Brown 运 动 类 似 吉 ， 我 们 有 有 ( 当 ( 实 由 并 不 完备 晤 ) 
ХО, ЧНЧ ХС 8), 
ХЕ. (о, НЫ MX cC £, 
Хе, >, НЫ ХЕ RL FN). 
引 理 1.8 X EC ВН, МАНЫ МЕНТ Ся ,) ЕПН 
у, со, [EX UXES ла) С) САИ, 
Хе, МАЗ НЯ E 9, со, Ха 
MIY 
证 明 ПЕТЬ SEE, о, АУ W E 只 1.10， 令 r = 
g. An. ТД ЦЗ СУ О ЧЫ. РСЗ, BX ao BIDoobfz F Z 
ЯВ: 对 $< 之 1， 


9% 


E(X ua 9 lAR 279, = Мля 


也 就 是 
ECX inr, [Я =Х.л+, 


А, 是 CF Bh. CEAR, MAE- АЛД. gZ 
结 论证 站 完全 类 位 ， 
引 理 1,9 ХЕХ, 
lX [s = ЕГ(зир з) ALD 
LoT} 
ех]; 


сул * 


хр = 


那么 .4 在 平移 不 变 距离 |X - Y [| 22° ТЕН. 而 
有 x 290, SERAN t Т ЖЕ X ^^ 50 (n> o0)， 
ШЕН Ж} 
1А - |29 = 0, НХ“ X=Y, 
ЖАХУ |. ; тя. т 01920, 2ч В.М H 
Уп, EC Gup x)? А, 这 等 价 子 :对 үл, 


вир сх), 
в 29991 


此 即 2900 тко) + п ОУ, 
А $ 1.4%. ТР, ОЕ, 


51.4 ХК Brownz h Ito 积分 
Ш4=1, B= (В,),.. EF, CF), PD Е СЯ ‚Вона 
5). 
(—) X, Ë 3 45 По 积分 
ФЕ ae 其 具体 形式 为 
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РЕФ (Е, U) = fo Co Fo tt) + ОД 1] tD 
k = u 


Оо енн, оо), ЖЕТЕ S ERBA 分 : 


Ө А 
|. ав. = У (Ba, Вал. 1.13) 


b-t 


类 似 地 定 文 | Ф,ав.([|'Ф,ав. -| Ф.4в,.)чЕЖ, дг, + сс, 
ШЖК р НН. 

Я А НРА М ЈЕЛ ВЕ ЕФ 和 的 表达 方式 ， 有 了 时 我 们 
mzio af Фів. 


F bÉ Bulto ft АЖЕ ТЕ СО: 
《I9》 强 线性 


| co+ pag- | wap+ vap, 
+ Ё 
[hoan =f Фів (Vle Z ,.)., (1.14) 
(I) | wape е, 而 н |['Фав| =|Ф!,. 1.150 
0 РА 
4 z š . 
ар (| Фав) -| отаев, REMA 
rr 2 { 
Е (| хав) я. | =Е(| pidur). (1.10) 
同时 对 于 C.F.) 停 时 0,r， 内 要 тооба, edP), RA 


Е(|Ф4ав|ж,„)=о, (1.17) 


r LAT 2 r Pi Am ， - 
e (| ean) |r] =F [oidu]. (1.185 


<19) ВВ, BP R£ (Я ВоВ, WA 


і 
E(f аво аво я.) = E([ о.е...) 


(1.19) 
-0， 154], 
jha; =Í  ，， 
. 1, 1=J. ~ 
(11) Ж Ф,УЄ.2., Н. 
=: У, ФО, w) = р(01,0)}, 
则 在 Q, БЕЕК 3069 = 外 恒 有 
['фав = [ав (У. (1.20) 
以 上 诸 性 质 的 证 虹 : 
(15) А. 


СІЗ) ЕН. из В, МСТ. 13) Brown 运动 的 款 性 质 
得 到 . 
ELi СВ. лау Вали, 21.1 


= EUREK Binip Вала )12 087 
=, (В.в, Веле) edP); 


m š >t} 
EL C Bist, T Вала Fa] 


= ў, Bersat 
= fi (В, Bani) (a.e. dP), 


к+ 7 Валга, 


对 天 求 和 就 可 看 出 | фав Ж om. E 然 它 是 连续 轨道 的 。 另 
一 方面 对 之 了 


ЕГРЬ7:(В.ле, — Вала COB satja T Вал 0] 
= Elfif (Вака Валь, 
x ЕКВ: л: 1 Веле pl FDO. 


同时 
Efè Benty T Вале)? 
SEQE isty T Baa lF D 
= EfiCtAt,,1 = ЕЛЕ). 
t 
由 此 可 算得 || Фав| = 161... Amana. 





ADRIE. 对 AE.F,， 与 (13) 类 似 地 可 证 


Beas) = в(1.| г). 
№11<1.16). 再 用 Doob 停止 定理 的 加 强 形式 《附录 定理 9 ) 便 得 
(1.17) (1.18), 
(Ia 的 证 明 与 人) 的 证 明 类 似 ，( 了 > 显然 。 
CZ) F, h Ë 69 По 积分 
МЕ DEF. 由 命题 1.5 ЯФ”, E Jem- el 0 
(поо), НЕБЕ 2 的 子 集 O, ЕН. М (1.20), 我们 有 


f owas - [oman] 
А 0 t, 








= [ФО - Фе ]-0 (пут со), 
Юн 是 如 的 闭 子 空间 ,， ЖЕ EL ТР ЖЕ е fÓ НА 
f omas 的 极限 。 于 是 我 们 可 以 定义 


Ё t 
ГЃоаве сата | BidB (1.21) 
howd Q 
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ӨЧЕ .es тЫ). ММ ЕАО “E” БФ ЕЯ 
ФЕВ. ВЕН Са. 20) па, ФЕ „їп Е, (1.2105 
《1.13) 给 出 相同 的 积分 ^ 值 ”。 

F АВЕ ВУ Ito 积分 共有 下 列 性 质 : | 

У —(1), FZ, ЖЖ По М 分 С), А 
文 与 相应 的 C19) 一 (13) 的 行文 完全 一 样 。 

do HFF po o, RIE 
[7 вав= f oura (dBu. (1.22) 


0 


《注意 ， 此 性 质 对 ФЕ 2 Ч ar, Я 是 此 时 Го, 未必 属于 
Fo 因而 此 和 性质 不 能 在 给 出 z. ВАЙ) По 积分 的 tE РЕЛЕ 
朋 ， 只 好 合并 于 这 里 。) 

推论 Шо ACF p, KEDEZ, НЕО 上 有 


ФС, в) =0 Gow), 
那么 
| гав-о СОЄ Qp KTO). 
汉 ATOA HAR PEBE edos A т Я 
ETL), НУЖД СЯ OEBE, ША E Y eo (O GEE 
应 的 ) < 2s， 我 们 仍 可 定义 和 分 | waB 为 。 


[ав = | жа DdB». 
对 此 积分 仍 有 
Е (| vasis.) =0, 
E([ vivap| yasir.) = E(f rs маш я .). . 
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(1) 《加 强 的 线 性 ВОЕН СС я,, ФЕ Z, К ЖН 
(Ж) НЫН So (ST), #* 


(| was= |" Bulin идВ„), 
[ieuan = гвар, (1.23) 


(1) Ve, 6>0, # 


3 £ ë 
| Фав|>8)<Р(| pidu 5) +. 
9 9 Е 


Р( зар 
ар 


20:2] 


НА, дж” -elro WA 


p е mdB— [ав 0, 


‚е Р, 


这 些 性 质 的 证 上 明 如 下 : 
СТВЕН. Ч ФЕ, ФО” Еш, EIPS- plo. 


于 是 
ПФЛ ре ФЛ, nli- (п->»со), 


на. 1403 НСІ). 
(ІА (9А (1.21), 
(I) 的 证 明 。 对 YAE.F,， 我 们 有 


чен ee 
na 人 (| wap) -| iar |) JAD) 


=E ы -| аа du] =0 H). 
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《的 证 明 与 C3 类似。 让 由 命题 1.5 保 证 。 
СІ) ДУШЕВНА. ЖЖ ФЕ =, ХЕ Do DE Fn ИЖЕ 


# p Ry A 210 1. F 
л г k 
{s hossen о Uí аз } 
HRA DHFL РЕФ TRH 
P= DIPOA imo JO HIPO LD, 
7 +l 
记 
ems о, O 《5 BAAD. 
了 Е: #+1 
我 们 有 
{сщу = U о}, 


{эю e 
©”? 


所 以 ос ВВЕ, ИН бо, 
АРНЕМ Pars, ВЕ, (воо) = осо), БИр 


Poth С) = Фот €) ЕС + ХИ азая 7%) 
2 2 J+ 117 
= Фи) + ЭМЕС (9) 


= Zm n in) 
FaLa + 2: и Гоо, о JP 


€ 0, 


тыг. 
ж: 
: 
[Фә ав 
0 
= ХУЙ y tO) (Вә, -Bin „п. 


BEE TSP ERO sT} MA 


29 


і 
| raseenaB 


= > (п) 
= РУ Таз {Bese n a) T Вали. 


右边 括号 中 的 项 当 目 仅 当 上 Acteo>stm RREO, i> 
st. В с st . Рост, ААП 


[Фп ав 
0 


= = ЭУ? (Ве, “д pT Вале) 


флот) 


- Фів 
= У: Фе, (Валоа, -B каз, ) 
n 


—2 i (Вало Binent,) 
n 


Ат 
= ФЧВ. (1,25) 


一 方面 ， 对 YT7T>D， 我 们 由 控制 收 仇 定理 可 得 
{Фет С Pron Dlr 
= Е (ее )-=о (n— со), 
Ни: 


£ r. t 
| Фо t ni d B— >f Фо ЧВ (n= со), 
° ° 


把 它 与 (1.235) 比 较 便 得 -A 过 程 的 (To)， 
ЗЕ КЖ pe Zan H puc Я, WEIDS- pilt. 


[@'! r... — Фо, | 0, 
而 且 对 3 ЗН 


| omas- f van. 
- о 


因此 可 取 一 个 子 列 (不 怒 讽 就 是 它 自己 ) 对 s<! НВ a.e. dP 收 
化 ， 因 此 除了 时 个 霍 测 集 лоя, ЯЕ о qr 
[wmap-*{ oap WEA). 


于 是 
Ёла рле = 
Г. тав Фів (WEAD. 
9° 
但 是 多 WE Go， 因 此 对 ФТ Оо). KEER 
t t 
#= 98 (лав. 


因此 对 Ф, (В ДУЛ. 
#ЕЕЙТШВВН ИНФ. Го) =0(®Є 02. 利用 tI) 及 10) 


得 ， 对 Yt 
Ае 
Г. Фав= Perna, B=0 WEN). 


СВОЕА. РСЯ ОЖ, ВА SI reter ECS DIRE 
过 程 。 因 此 бич € S, 从 而 | coas TE., RMA 


кЕ(['ЕФав-{[|' oan) 
= Е фачи + ЕС( (| аав) 


- 2(: fto ав|'Фав) | 
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т г 21 一 
= Е| Фін + Eeei 人 | ів) я. |) 
т L r t J 
-2E (се (Гав oan) =.) 
= в [хайи + {гк К? qu ж, ) 
下 L.I т j 
rör 1 
-2e (тога) 
= Е | даи Ef Ceza 
а 
-2 | {фаи = 0, 


最 后 我 们 证 明 (1s): H 


Pr = BF, г: [202 iu- га, . C Z 


应 用 Doob 不 等 上 成， 我 们 得 到 


sup |f bag > 
(sup, 
Ir" ' 
< P ( зар о. ав 20) 
о 


sloeg] 


+Р( вир [жав ze) 
aitat] Ше ' 





) 


£ > ..- 
(| pidur 5) ао 
9 gl 


; Е| anu 
= (| Фао) O > 
Ф 


t б 
ШР (| pidu 6) +. 
` O E 


(z) goha ho 积分 
# ФЕ 2", H 5 LoF РНР a | со, Ф 
=b Бу, „| (DE 2, НФ" ~ Ф{2°-—»0‹л-»оо), ШАТ тп 
Шш [ 
Фо, „КО, 


1k 2, В То 积分 的 定义 及 Ca) 我 们 有 
і + Балы m 
Го мв = [e Lo, АВ + [, p ан. 
因此 我 们 可 定义 


t 7 ` rt 
[ Фав= У yea f фав (ту=0) 
9 k=l ° 


T ^Е 
- >| `` юр, | (1.26) 
рет TR- - 
ШЕ ИТКЕ 
фот фт 
| "Фав- | "рав, (1.27) 


因而 (| eas) cer 特别 地 ， 当 Фе у, RODY 


t> 


按 人 (1.26)? 定 六 的 两 个 积分 足 一- 致 的 ， 此 外 ， 定 闵 C1.26) 所 规定 的 
积分 也 不 依赖 (私信 时 列 :rs 的 选取 ， 


LP RRR о 积分 是 #7, 27, 函数 的 Ito 积分 的 推广 。 我们 
把 这 积分 的 性 质 归 纳 为 下 列 定 悍 ， 
定理 1.1 ФСР, 我 们 有 


1 (еен) „ее, m| тав 





лее > {Ф[\2°; 
3 А 
2° у ся, На, А 

tar t 

J Фав= | Palio CDd Ва; 

0 心 
3° Ж b= 0C6€ О, t обо), Ся, В), M 

fi pin = пос оо 000)» 

$ 

4° ЯРУ Е, б 0, 有 


s | Дир 8 
| Фав\|>е)<Р{[\Фиш> 5)+ 2. 
5 





P ( sup 


aglo] 


. А | 
ЫЕ, п} фт, фе 512°, af IPP — Pu | du Рос" _ 
о 


ФП. —0>, MWA 





[omas -| oag 一 
° 


0 


sup 
зє[0,Ё] 


《由 Ze с. Ор ФЕ es, ЖЕ ФС, EED 
ПЕ В СЕ). 
对 于 PPE 2, 还 进一步 有 


1° (fisas), ews |f Фан) -en 
= z 
2°" жү (ШЕР то, Ж 


e([ ioma) о 
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Г тА Ё тл Ё т Ё | 
Е (Í Фав| yag- Фала). = 0; 
L T>. t АЕ ТА 
3°° то ЖЕНУ ВЕНЕ, MAER 
ФІ, тв), WI, D € Fe 
(@,W ИЖ СЯ, RE Pl. s To СЯ, 适应 ) 积分 


[ sas, [van te, ma 


Е(| vans.)=0, 


Е (f asf aB- аач) =0. 
证 明 KT pe 2, 的 部 分 在 前 而 已 证 明了 . 3& F 2710 А 
部 分 ,前 而 关于 Z. 请 数 积 分 的 相应 结论 的 证 明 仍 适用 ， 
定理 1.2( 加 强 线性 关系 ) Фе 0, Pob RAES n, 
CF у IFI r< Ёз ЖЕ Ж i 


| АТЫ Фав + | В, 


证 明 取 ф'"), PE Fa 使 
[e — Фе, р р |1060 (т-»со), 
ене" Пре Са 00, Е Фр" 
(1.36) 可 知 定理 成 立 。 令 mcc 便 得 定理 ， 
$1.5 Ио 积分 的 例子 


例 1 1 
Z = [Ф‹ ФЕД 


+ ен. CEJ, Е, А -和 ea 
ki 


如 果 ФЕ s=; es, ИЖ 
{ = 
Ko p> a B 152,2. 
证 明 由 于 


i t 
DDR лЁ AD -| 2du Оо, 
7 o 


我 们 有 有 
Рыза) 8) = Pel 0 (nr), 
所 以 
асва але Вау 90 (Cnr cc), 
ухвар! -t D 90. 
念 


Фф‘ = ШОХА. + У О Рак 1] (t). 
k 
那么 
| 
й 
= ВПАСТИ кї) “有限 和 ) 50. 
所 以 | 更 人 — $50 Cio). ГА ЖЕ 1.1 By 4° 得 到 
| aB= (р) lim [ав 
° n-eo 
= (Plim D elisie Bip t В tk. 12 | 
= У) Di Вр ОЖ. 
n 
mo 2 BITI ГЕЯ, ст ЕР, Хы $ 
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一 а= Тт, Аъ = тах (ру ЕЧ (п-в оо), 那 


№ 


了 „ 
„ФаВ = (Р) lim 2; Ф:үл› «Вл, 一 Вил) (Riemann £H), 
Е, 4 
фт = > p “л! 1 А 219116, 
К 
ТТФ Ф000, Ш 
т 
从 而 得 到 我 们 的 公式 ， 
如 果 还 加 上 多 Zes, Tl L Bikes yt e 22 Pk, ЯВА ХХ Rie- 
mann ЖИТЕЛИ, ВЕНЫ ЛОР Sp Ab H R t 
因此 得 到 
了 了 
| ФаВ = p, Buli | Bip, 
ЖЛ, НИ {КР ся ОНР: 
3= оба еа ТС ci СЯ РР. 


g ФЕ ГРЕЈЕ СЯ ОВАЈ РЁ, 3E 
ÁA 
T 
1 Фав= сы) а 2) Фи (Вим, - Вим, 
, | 
例 4 求 вав, 
° 


в 按 例 3 利用 引 理 1.2 我 们 在 


Г Вів = С) | lim ,之 Biim (Вл; — В ү) 


1 一 
= ы), lim 2 > [2В ил, Вим, 28° и] 
= (CD 2 SLs р Ваш 


一 (В, - B, 022] 
_ 1 рту 1. 
= (В: вг) >t. 
例 5 ЕКО, ПЕН, Ж 
Гесов,ав,. 
Е EEHEHE StieltjesfR2y | | (зав: 存 在。 对 [10,1] 
作为 例 2 中 的 分 审 ， 与 例 4 类 似 地 得 到 


t 
[коов,ав, 
. 1 
= (1), lim my Dk аур» СВ л), — Ви) 


一 ‚ -= tni)? 
(Вит, Вит 1 


= | Ук СО САВ) ЖАНР 
k k 


= K z ` п)? — / ил? 
< max Ck(s)) DELAR: D3- A] 
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= тах Ka(s)》 2 [ECAB ия). 
loat] Г 
= 2Е(АВ 0) At + (АН 
= max K2 (s> ЗС)? – АНУ + (АР 
10-Е} k ` 
= К? еу? 
zmax Кїз) 2 (Arm 
#C2À max k2(s) SD д 
lost] k 
= 24пімах K2(S)—>Ü (n=), 
[ortl 
所 以 
£ 1 t 1 t 
| KCs) B, dB, = | KCsydBi— . | kods, 
о 20 27% 


Е ”利用 定义 直接 计算 Ito Ау ПАНИЯ ДЕ X Ta 18836 
计算 Rismann 定 积分 一 样 不 方便 。 在 本 党 后 面 的 章节 中 我 们 将 给 
出 复合 邯 数 微分 的 По 公式 。 正 如 Newton-Leibniz А дя 
效 地 计算 定 积 分 一 样 ，Ito 公式 可 以 用 来 计算 По 积分 。 И: A 
ГЕ Ct С-КЕ по, МУН 


Ё t 
| 78,048, = ЕВ) - ЕВ) -1| f° (CB) ds, 
Ф . о 


其 中 己 是 /的 一 个 原 函 数 。 


51.6 关于 无 穷 限 懈 形 的 注 记 


Яр, < 
Zoas (Ф: PEF RETAMA E| Фано }, 
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.= 人 0: 2 是 (4 适应 可 测 和 过程 ， 
у [`]Ф,1?4и<соо, а.е.аР }. 
А o 
我 们 定义 с: 
' 1 
. . _ x р Р 
lÈ L = (Е [е1 ), 
1 
по Е (| Фивы)" л], 
于 是 pi M dla, 下 成 为 Banach Z0, FPL HE NDINA F 


成 为 有 平移 不 变 距 离 的 线性 距离 空间 ,而 且 对 ФЕ Я», 有 
1]. = blz, И 


《一 ) Fan # Pk По 积分 
№ ФЕ 2,... 我 们 定义 


i 
[вав = ia | ФаВ (ae. dP б LD. (1.28) 
о t 一 一 Ó 


ште... (аав) аст.) Рт BR. АШИР 
ae dP R LRR, ЕЖЕ ARK. ИМ 


1 
(Í ФаВ) пон: <=, 
б Ен 


其 中 FaN F, 


(=) mD ВА По 积分 
证 ФЕ <. WIDE 


Геав- (Plim | ФаВ, (1.28') 
ту} 
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这 极限 确 是 存在 的 、 事 实 К. 
Гозан» | oidu (a.e dP), 


IK mib Р СЯ. HÆRE 1.1 我 们 得 到 


Онор) н (ава) 4 
所 以 | ав эң ге сом ER $k. 


хр 012° 瑚 数 的 积分 ， 定 理 ] .1 成 立 于 0 过 coco。 {НА 
对 有 ge 国 数 的 积分 ， 定 理 1.1 EMF Oa, MAA Ti 
ce 这 一 个 特殊 的 《 虚 2” 。 这 上 时， 有 界 个 时 也 可 改 成 任意 停 时 。 
这 里 ， 只 有 定理 1.1 中 的 2 № 2°°, 3°° 中 的 


[Гоавех. 
需要 验证 。 下 面 我 们 验证 定理 1.1 09°, НЕ 1.1 94°, 
们 有 
tor s 
Гелоасодав, — [ав 
《对 О= == оо). МЕНЯ, -, BE ЕД ЯР 055700 一 
至 地 a,e.4P ЖЗ. ВИД а.е.аР 地 | gd2 EET го, 7. 从 而 


[ав a.e.dP 有 定义 而 且 
0° 
[аав = lim Фок (зав, 
° nor D 
=lim [Фе dB] = іт [f "ав! 
nito " зно ао ЕО dsg 


Ая Ти 
= lim | ф4ВЕ=Йт} Blo,s.dB 
f < JO hord D 


-| ФГ» ЯВ, 
ü 


由 此 还 可 见 | pane М яда. 
f ЯД, УФ, оО, ЖА Plon 


еге. И [ 中 dB- f “prio,0d8. 
б 总 


$1.7 lto 过 程 与 lto RYDAN -Ito 公式 


(一 ) По 公式 
£ 
我 们 有 两 种 随机 积分 ，Ito 积分 [о ав. (ое ZR в # 


жй [аго Е Zes), 前 一 种 积分 得 到 的 是 局 Ë ЗЕ 3; ЭГЕЙ 


СЯ сє 多 时， 是 平方 可 积 寺 )， 后 一 种 积分 得 到 芍 是 两 个 
СОЖ, ЖАН СЯ O 适应 过 程 。 特 别 
34 фе 名 有时， 是 两 个 可 积 的 ( 即 一 阶 第 有 限 )5 多 外 适 旗 增 过 程 之 
著 ， 称 为 可 积 变 差 (元 ,) 送 应 过 程 。 

因此 ， 这 两 种 随机 积分 提供 了 四 种 过 程 的 特例。 这 些 特 例 有 
助 于 搞 清 随机 过 程 发 展 的 背景 。 

定义 1.1] BEQ, ZC A Py. r СЯ Brown я, 
d ИЖЕ ея, X c= C (02 d xr ВЕ, КАЖ 
FP Б = Б, (ао) жа ЖУА, ШОЕ Ро, ВИК d Е 
PEBE X = СХ) рз: 

х, = 2+ [е,ав, + f budu (ae.dP) (1.99) 


Же: ЕО В, СЯ Мо р, НИЕ 
ШИ:(,5), 


有 时 我 们 也 把 它 写 成 微分 的 形式 


[9X 50:9844 Ddi, (1.30) 
“Миа 25, 

ор ГИЛЕЯ ОЕ. (ШУ ДЕ Ж 
t ñu PR ЗНС ИЫ ДЕН. 下面 的 定理 1.3 与 定理 1.4 说 明了， 
E FO sex E С СШ ПЕЙ РАО, АГ н, XIU ВЕ 
lo ре, MEX, Х ху По йй; ЕО, aY 
Ун Fi z Ра GAR рп, РАКЕ, X, e, 
Хи, но ВЕР, РУ, У EJ Аа МЕ ВЕДУ (O W pek 
РОСА Ж >, НЕМО, О, yt) Q... ym E Rop E. 

HT £ JG Б СЧ n= m= ГЕНИИ wO 的 差别 仅 
УТРА g д. Taylor JRI IRO Taylor 展开 ， 并 设 有 本 质 差 
Ж, MARTER п = m = 1 ЖДЕМ РИМЕ BE. Е, & 
{ПШ ЖЕНЕ Ф=г= 1 ЖЖ. 

=У1.,12 ВАС ОР ЗЕК ЕЛБЕ) 
МЕРЕ. WORO НС O аһ, E У Кр B| Hi 
СЯ РЕ. WAWE EGU e00, ЕСС ссу) 
应 增 过 程 G, 5G ZERA ВОТ OE ВЕНЕ ASE 
Ее з ЖЗ БЕШ k ar {Н ЭЕ Ра, ИЕН Н А, a aj ҖИ Е 
РЕ. 

жоо АКАЕВА ВАЗУ E, ЛИНИЮ 
取 + ос, ЕВРЕ НЕСЯ ОН Е. 

АЕ d= r= 1, 

2281.5 (Io 公式 ) E FC, ОЙО: Fir Fy 连续 ， 对 于 
CF Brown дд ВТР, ХЕ E Ио 过 程 ， 


简 证 








dX ,=0.dB, +, ЗМ. ЗА; 
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X G= (G,) Is Æ Г5, 92) ЕЕ ЙОН СЯ ОЕ РЕ, MI 


2, 


арх, G = FENG + LFX Gott 


2 
+ FCX p GdG (1.31) 
也 可 以 写成 积分 形式 
FX GO- FXG) 
= [FEX сах, + l | FiXa oldu 


t 
+ | FPX СС. (1.32) 
“ 


证 明 }#С=С'?-6б'#', oh са, MESO d 

% Ф| сав,| оган, [buldu GO, GUEA 
时 Hte АА. ВХ СЖ. I 有 这 些 项 的 共同 
МЖК «ЕЕК Eil] ЗК, [| ЗК} Е ВУЗЕ Я 
ЖС. 

由 二 元 Taylor ЖЗ, Я EEG), e) ç 0—0) СТАЕ 
КТ ТЫ (1.33), (1,34) ЕЮ, #01210 (1-*0), < 
є(!) = пр ёе) Гр), fE 


| PO,- FO, pD СЕХ 


+ гар к к/о. | 


«ЕС [х x Daea, (1.33) 
ро Fy Yj Fy р) Ср ргә] 
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«еси y ply" -yje (1.34) 
ED JEEE EP KA в HEIAN: ЯК 
t= 5, 
$k. =inf б чос, [GW + G= + 人 


vif сав |y f" lès lasy (f 9343) >1 |, 
р Pe т 


ТЕ 
трат рр СТК + hy At, 
B ILERE Cr, ЕР. ПИН БЭК АЕ it ДП CH 4 #k 2 
随机 的 2)， 记 (1.32) 的 志方 为 了 那么 
Is ХО Gey) FPO, ,1 Gr,)) 

Е 

АХ, Grp TEX,’ Gap? De 
Ж | 


n= > уос, оз С. АС, РОО, С, АХ», 


l pr 
+ FEX rp Gr) (АХ? |, 


(1.33) (1.34) 
ее А Grp +028) (АХ, 0%) ` 


xe (RA) С GD Сокс?) 
+5 (АХ, 2? 


= Е(2В) [сс + СР» - (Gs + GY 


уам (Гу), 


t 
其 中 Mi= Posp вся Ok mb 
ED, (AM, = ЕМ}. 
Е 


Ч ес) у, CAM. 93—50 (#->0). Х 
k 


[лш] SDK elds к ff lendu, 
k Tk 0 


k Yk 


所 以 Ts 一 了 一 0。 这 样 计算 (1.32) 在 边 的 项 归结 为 求 极限 Cp》 
ит Гь. WAH АО Р, Ja 中 第 一 项 的 和 按 轨 道 趋 于 


Ё 
| F(X, GdG, 


利用 AX, = AM. + | budu, Т, 中 第 二 项 的 和 相应 地 分 成 


Th 


t 
两 项 。 后 一 项 接盘 道 艳 于 | FXG budu А-Я 
О, 
之 Р.Х, С. АМ. 
= D Fs, G, 29.18, 《用 定理 1.2) 
k Tk 


t 
= | FX ay б, ЮЛ, GD 9B, (有 限 和 1!). 
tk 


1.35) 
但 是 按 控制 收 化 性 


t 
| i 之 а» Grp т, ОН) 
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-Fi Xe Са) | saav-0 (h— 0), 
£ 
БИЕ (1.3507 Le RROA Ti P ВО | кас, сов, 
同样 ， 利 用 


САХ, ) = (АМ, ) + 2AM | рафи 


k 

ты, 3 

‚(| k аи) , 
Fh 


ть 中 第 三 项 前 和 相应 地 分 成 三 项 。 易 见 后 两 项 当 上 4 0 时 趋 于 0 
而 最 前 面 的 一 项 为 ( 记 <M>, = | oide) 


1 , , 
3 Е.Х. у Grp) САМ.) 
-1 А ее 
= 五 之 Pial Xa, G; JA <М>. 
+ 7% РЕ.) Ge КАМ, - А<М>, 2 


а Ж 
= r + L, 


Жиз r, 4 АОН Hb F 





1 fips 
1 (яа сха бам, 
(КА р. Х 由 于 > САМ, - ACM, Ж С», ОЮ 
天 ”1 
列 ， 所 以 Г» 的 加 项 中 交叉 乘积 的 数学 期 望 应 为 0 ， 由 此 


ЕС < DEAM, DA<M>r 32 


<, C RIEIAM. дб + (АМ. 


< > CEDE TARAM, Э#+#Д CM, Л 
k 


= 1 CREM} +AE<M>;,1>0 Ch} 0). 


Mim 7—00 (60). 
ЖЖ, ОВЕН 


t 
|. FX u GG, + | FX us GadX, 


t 
+ f Fisl X us Gua) idu., 
А 


ЮС СІ. ЗКУ. РЕ. 
АОИ ТР FA R E НОМАН ПАН. 
事实 |, A ті), т) РИ, т лу Ay 


|“ i t : 
|| сав, | oidu, | bl du, 
lJ ғ * 


RGP GP ИАН n 的 时 刻 (规定 inf 2 = se)， 易 证 它们 都 是 
СЯ. & 


T, = ил ` тл A ту Ат! Ат", 
` 
GEC ЕЕ, ig 
Сите = 人 ñ 


| "сав + 上 | лан 
„+ [ада 1 dB, + Віта du, (1.362 
Шир | 
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ЕО: Пот 100, а= у тз | 
{ад РГ, и (№. 
| і tf f 
于 是 ;| oreas, | сеу юаш, ресе аи, сота, Сета 


超过 ”由 人 《1.36) 及 第 “一 步 已 证 明 的 绪论， 对 XI G n, о 
Г. Ш НЗ Ш УАН FO(XUUGIn FOX Gi), a.6.dP On-> 
оо), 53-718], Ж (1,32) д, ол, 在 0 所 4 
= EFX аСТ, ЯС. FÆ 


Расх, Сте n) - РЕСХ а бои | (СЛОЕ 10°, 
Hi САРЕ, ЇЇ 


firo, Gin) oru— Pal(XusGu)Ty|'du—0 (a.e dP), 
从 而 出 定理 1.1 中 的 4?" 得 到 
Г FSCXesGrmornaB- | Рус, буозв (п-» со), 
jF] EE 
ГЕО, Goby- FX u Gabuldu 0 Ca.e.dPp), 
再 加 上 (1.36) 就 推出 
Г Расе? g axm | PECX, CYAX (n-=oo), 
同样 地 在 o 固定 时 用 有 界 收敛 性 ， 我 们 得 到 
F FEX P, узо mdu [вд Са, бы, 
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t 
Г Руса", Gi dcrn= пусу, Garros p AGa 


t 
-| Fy GCs. 

Ни Х,С, Но 公式 成 立 ， 

Е Роу) ТЕ ТРЭ ЭН. 3 Х.С PiE pE TER 
D El, ШЕГИ X-F Dix БА. 

定理 1.4 РО, ха; ИЕ: Fr. з= Ра, 连续 
(to pift: 

ах "ше ЧА, крам + али», 
СС т) СЯ ОЕ MEA {АЛЕ ЗЕМ, WJ 
dF XY e X E GY! узе, б?» 


= 之 Fr C 804257 » > Fr ie (DKM, МЧ, 


“isj 
+ > Fy € yac, (1.37) 
Юз жох, ee X; 加 
t 
LMP МУ, = |" ао. du. 
4 0 


ж 为 了 便于 记忆 ， 沁 
ахах = ам, МОУ, 


(1.371 与 上 成 


‘dF = 之 Г. АХ о + ° > Fy Ü| 8Xt 4: 
isj 


+ > F aG% (1.38) 
{йл € R ШО; 
ағ =ә.Рах + > drd FAX dX + 9y FdG, 


ЗЕ 


хе с) ' 
: , G= : 
хе? (Ст? ` 


定理 1.4 的 证 蚜 洁 全 类 似 于 定理 1.3， 只 是 繁 些 ， 故 略 ， 
推论 F X,Y,Z hoi, РСС", И 
deXY)= Хау +Y4X +ахау; 


Х = 





AFCXY = Е’ (Хуах + FX AXO; 
AXaYdZ=0. 

通常 微 税 分 中 有 复合 函数 微 商 公式 ( 链 靶 则 ?7， 在 随机 微 积 分 
中 相应 的 就 是 По 公式 。 НН, По 过 程 中 的 dX 包含 904B， = 
Hü E(4dB,)°= 4, Врав, 相对 于 3t АН Р “ЖД”. ВОЛ 
dF(X)BFB] Taylor EHF MERANA.. 
(=) ho 公式 的 前 单 应 用 

1” 计 算 Ito 积分 

FIEC, W 


Г J(B)dB=F(B;)-F(B,)- 2 | f° Bodu (1.39) 
(下 为 了 的 一 个 不 函数 )。 
证 明 ж | 7а, уза» 用 По 公式 其 得。 
о 


2° РНЕ 
je фе .28 ， 央 由 指数 定义 的 


人 = уфар, 


1.40 
Y.=1 ‹ › 


的 叭 一 Ito 过 各 (内 而 5-18 DOO, 
证 明 2 


Е“ 
Х + -| ФВ — 5 | Pidu 
对 24 = e о ДРО) =), 我 们 有 


dz, =e" dX +. еса, у? 


las. 1 + 
=л,(Ф,4В,- офи) 25а 
=а,Ф,4В,, 


显然 ze = 1, 因此 > ‚ ЖЇЙ 是 方程 的 Ito МОР. ХШ ТИПЗШ. 

如 果 方 程 另 有 … 个 解 了 了 ， 那 么 在 ro 前 2:=У:, 其 中 = іл, 
Z =0;。 WES r, = infit; m lini, жр 

| Үз, | 

И * x - 


але, “tas, 


应 用 Ho 公 AC f lu 2 简便 ， 我 们 用 > ,于 ЩЕ, тих Yarar): 


8(*)-54(1) 1 ау +aral .) 
z = = . ` = 
= ау 1}, lay: 


1 пол ру 
= CY tdY)| -Bde+ 21:3] stay 
zdY —Yd= 

n Я + (аз)? - Гауа= 





=УфаВ-У=Фав ү 
Фе! кыа eorva- уусу: 


сл 
to 


=0. 
ИЕ Yiz, GABELE в. ТП ЕЕ i= 0 处 e 1, ИИ 
HJ y... Srn, песо ЕМУ, SZ ЯН, ЕЕ 


0 
Я ЕН, =0@2т,)>, АЮ 
P (ryz 792) = lim P (ca <= п) = Персии = 0) = 0 
所 以 我 们 得 到 Y, = z CE, МЕРЕ ВИЗ. РӘ. 


3° 平方 变 差 与 二 次 卫 变 盖 公 式 
对 于 分 RJ 0= nl ден" вз, Аа = max Д, pem ЙБ 


м": 


【有 | 


IXI = lim Ур (АХ, 05 


An kal 


EX ,Yip lim 5) АХ АУ оо 


Aa? Kel 
E. № 


[4 
мо. | (ах „)*, 
Ü 


«МХ, MED = (МХТ, ~ МХ, МУ). 


- Гах,ау,. 
© 


于 是 我 们 有 
і 
Хо Е МЮ, = Xt ХО -2| XdXs, 4.41) 


Х,У. = <МХ, М>, 
t 
ху, Хоа (Хабу, «Ухо. (1.42) 
„ Ü 


XJ CX Y] РЕЗЕ) САН. 


证 明 SX X. „Но АЖ 
к ” 
. А ， 
(А, X и =2 (Хи X ра Х + 4<м^> 
ү ү? tŠ (ә? НЫ 
于 是 


Ни 
У) АХ. д: = Sef OX I X aD Xu + <MZ>, 
m Р т Ни! р 


1 . 
= (x. 7 Хх, снр), ПА a) 
x (G dB. + budu) + <M25,. I 
IH ЖЕҢИЗ РЕС o AED: 284 АОН 


t| | 
Г x. >x 6001 0167, ЗАА би) |b ldu- 0, 


tr 2 
Г [х= хр ПАШ со) Tw du-=0, 
Uda b p 1k. 于 是 由 定理 1.1 的 4" 有 
tr 
-一 0 (лако). 
所 以 我 们 有 
ма 


У) AX aD? М, (Аб). 
k= 1 k 
这 就 证 明了 (1.41)。 而 (1.42) 是 (C1,.41) 的 推论 ， 
4° Stratonovich-Fisk 对 称 积 分 
设 i0, 二 上 有 有 分割 如 3 所 示 。 给 定 Но 过 程 
Х=Х, + M + АХ, 
Y=Yo+MY+A, ДЕД + М* + AZ, 
定义 Stratonovich_Fisk 积分 (| y „ах )% 
9 
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ӨКК Үн, 





[ CO lim, > | aa EAX a 
别 我 们 有 如 下 结论 : 
(SD | > aX geten 
уса | Yax + ; AA. A>, — (1.43) 
或 写成 
у - ах = уах + ахау, (1.4879 
(S X. dY4d4dZ=(X -dY)dZ = Хуби); (1.44) 


(XY). 42-Х = (Y + dZ); 
(83) Ех По jf Pe CG = leten), Ех) € С", 则 
ЩЫ A НЧ Ж БА Ru B ВЕ И АЁ yr 
ах, з, уе № 2, ^+, = (1.45) 
证 明 ИСЗ). 


ГО 


у. ах | УХ = (p lim > AY АХ 
о 4 


Ав U ре 
ус анаша» 


ECS). 
X. —(Q4ydZy= X (МҮ, МЕ» = Xd MY, MZ>= X(dYdZ), 


(X ‹аузай = ( хау + ахау )az = XdY4Z, 


另 一 个 类 似 . 
HE CSa). 


л 
Lt 


' 1 р 1 1 г Tik 
> Fa, «ах = > REGET ак, axe] 
pu "iki ] <“ Г» 1 
= > FL ах + 5 (У Р „ах 
J 
+5 FL ez JXU Xu ‚а ахо 
r) 


= > Py dX + ФЭ Fg з, Х 


= ЧЕХ! Оту 
推论 ХОА, 


fa -1 


> САУ o) +S АУ ма 2 АХ са 
к= 0 Е kril k 


ГЕ t 
Jaa-a] Yodax+ 0-р | Уах (4,0. 
р a 


31.8 ВЫЕ 


引 理 1.10 (2) Eb X 02 OR, МН МЕХ, = 常数 
CYO, 

证 明 ”必要 性 显然 ， 充 分 性 的 证 明 如 F: 任 取 Де я, 1 
1). НЕЕ 

EX TO = ЕСМ Та», E(X T, «ЕСК. гэ. 

{Н EX ,=EXs， 所 以 上 面 两 个 不 等 式 必须 都 取 等 号 ,这 说 明 
XES о. 

定理 1.5 #7 pe sloe. | 


я, = exp( |" p, dB, -也 | $295 ). 
СЯ ЕАН Е. БОТ, HHA 
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24 E, = 160-525 Т). 特别 地 ， 著 Novikov 条 件 ， 对 Тоо 


Е exp( 5 | Ф245 )< 


成 立 ， 那 么 я ОТОГ о СЯ) (СК АШ М). 
证 明 ”首先 证 明 z, ESEL ОЧЕ Е. 事实 上 ， 
B $1.7С)272°, 2, 满足 


f 
#,=1 +[`е,ф,ав,„, 


所 以 =; EC В прн. РОТЕ ТЕС рат, t соса. 
е.ар), EEan | = a 1 GS В н Faton 引 理 我 们 
得 到 : 
EG, | )<lim EG lF) 
= Шю, ла, =z, (а.е.аР), 
Җи, НГЕН. тонут, ДЕ ОСТ ЖС) А, MAA 
Е«,=1(0ф==Т), 


最 后 我 们 证 明 Novikov 条 件 是 指数 缺 的 充分 条 件 。 记 
Mi=| pudB,, cuy = | Bids, 
我 们 先 假 定 比 Novikov 条 件 更 强 的 条 件 (N "> 
(м) векр( "| ozas )<= (є:>0), 


我 们 证 明 在 (CN Р, 对 于 任意 I<4<I +=, Я 


А-1} 


ELZ tar] ЖЕ 
CRIT n), 从 而 zinr, 一致 可 积 ， 二 是 


Ет, = Ни Ел, = 1. 
+ 
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Е, ATER И т, 3447 


: 
(2з) =exp[AM aí h <м>,^.) 


x exp (5-1 1 <>.) 





对 于 
АСА 1) + (1+) АСА 1) + (же) 
= I+ О Ор Y? 
用 Hëlder 不 等 式 和 指数 上 部 性 质 人 恒 得 
{1+ #-_АНА - 1) {вад 


Е АО = pls) AUS +.) 
А? PO E 
=E (p aM My PT 


КАРТА. 1+ 
хехр( 2 "рен ХМ? B) 


2 1+и 
<fz exp(AM sar — амл) 1)+ 1+ Ф) 


ч АТА) _ 
х Ë eph EM ae) j йж 1а} 


АТА = Т) 


<[Е e(t “| oas ) 1+ уже) 
0 


{与 рд iC). 
现在 我 们 要 把 条 忻 CN” 028588 20 Novikov ЖЕ. EPA HE 
Æ Novikov Е BJ, Ф/1 += WENO., 于 是 
1 1 .1 
в (лме ат.) 
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在 ОРЕСТ ACF). HH Ez Ce) = МЕСТ). Hi Hölder 不 等 式 
我 们 得 到 


-= /v1l+te-l 
1= Её үбЕ) = Е [9225 1+ iexp( 2C] + ey <M>r)] 


令 s 一 0 便 得 Ezr >l., 因此 Ber=1， 即 =: 0S ET Е. 


ж CN Ff €L ass (RA= Vl +e), 
. - тата 
推论 1 车 存在 0= Не = Т, 使 
Eexp| 1 | Pids Jezo (k= n), 
221, 1 : 
t 
则 z, E OSET СЯ. 
证 明 TP | 
Фф = ФИ, (05 
天 是 ФЕ 满足 Novikov 和 条件。 因此 


t г Ио 
галер |" @' dB, – у ІКС š эн) 


гот (s bh. 这样 我 们 有 
EETA, =2 =I. 


E-a 
进 面 
Еғ.,= В, БР 109 
= Ezt，i= = Eza = 1, 


但 是 Ez, ЖЕ, АШ Fz =} Г). 
推论 2 Жменя), Ф,= FG M)E Я 0,55 ХИ), 
且 满 足 
[FO MITEKCGO+ LMI) G&T), 


其 中 
[М|ї= шах [M |s» 
Ш 2, 7ЕГО,ТТЕ ФА, 
МЕНЯ ir 


一 SETE PIER 
7 


X: = 
МУХ, £ К. Н Doob RER 
ри Дыр 


= ЕСХ ЗЕХЕ 


ta 
` 


Е (тк? м, 
= фе ú 


== 
тК®(1+ЕМФ› _ 
= 4е ос, 


ЖЕСТЬ Novikov RAAME, МВ. 


fag] exp(3 | pidu )exp( 3 | сааи ) 
š 


FEA РЕС Sk д: ВИ, 对 于 任意 4E FF,， 我 们 在 
ЕСЕТ?» 二 Е, = ЕЕ!) 


h n= EEG Г) = ЕС), 
推论 ЗОНТ ФЕ“, НИЯ Novikov 条 tH, 


Z ==ехр(! (Гав, +- 5 |918 ) 


{Е OSET Я, НЕ. 
证 明 ПЖ ФЕ <. Ш 
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那 


м, = ['ч.ав., M> = Геза, 
ð Q 
АКТ ЕТ 而 言 ， 
r р 
exp ACM- М.) a 2 (М? <м>,] 
УИ. НР ACF, 
Л: 
g= Е(ехр| АМ: - M.)— М>, - <м>, |1.) 
是 4 ПА, IH E A 为 实数 时 
12 
#((Адкгехр(лМ, - y <M>,) 


HEF OR, ТЕД? 为 实数 时 gt4) = P(A)。 因 此 对 于 一 团 复数 
АЯТ 90А) = РОЛ). М, САС, bk (OA M M). 

现在 设 ФЕ ZY ЦЕ Novikov ЖК. Ф = blown T 
ЖФ ш] Ф|, МЕН” - Ф |12060, іа | 


200-8 ьехр(} | owas, 十 s сарок). 
ШТ Ф ТСЕ ЕТЕ Со. а.е. аР 地 有 


Гав, f wudB,, 
И] ü 


t | t 
Í сараа | pdu, 
© 


де в жа, Gae dP АРВ). НЕСЯ, 
推论 4( 指 数 不 等 式 ) 对 了 -DE ZY K tE А, >й, #20, 


Р( sup (| PudB,— >| фі iqu). 人 уе, С1.46> 
ОЧЕН 2 


1 


有 


证 明 2. 
: pË rt 
2 (| Ф,18,- >| Ф14% ) 
АЕ) 2 n 


ÆC ЕЮ, H ЕЗ, 1. ЗИТ 
f 


ғ( sup (| ‘фав- | pidu } >л) 
983} 0 2 9 


= р sup 2,22е°^)= 
без 





51.9 ”随机 积分 的 内 蕴 时 间 
定义 ].135 gocer, IRER ARMIR 


a= piau (1.47) 
5. 


为 随机 积分 | Фав 的 内 # БЕ 《在 下 一 章 中 我 们 将 指出 它 就 是 


| дав 的 “特征 ”)。 


显然 在 为 0 的 区 间 上 是 不 计 内 蕴 时 间 的 增加 的 。 
定义 1.14 РОЖИ, КМА P AD90422 159 8] M 28 
超过 给 定 的 上 ， 
infí-s, ТЕ, БЕС), 
r, =f К (1.48) 
+ >>, tt (се) 
(在 本 书 中 ， 如 果 括 号 中 的 集合 是 空 售 ， 那 么 这 个 集 上 的 最 小 什 
一 般 地 理解 为 + ос), ЗП г, 为 | oa By aile М. 
r, 实际 上 是 二 (四 是 右 连续 逆 ， 即 с, 的 样本 半数 右 连续 ， 
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THL OSE 5C), r s И, 


РАНЕЕ] Ей т, Е АСЯ ОИ. ЗЕЕ, wv s +í 


Ж, т, = :ce， 因 此 我 们 还 有 r e 5ta 
HAF Sher EPan ЗИЯ 
[Гаев = | Bahora 09B, (1.49) 


定理 ] .6(Damphis-Dubins-Scehwarz) 1 Фе", АВА 
i | 
B| ФаВ АНН ШОН. RRA ik Brown 运动 (含义 


为 ， 某 个 Brown 运动 在 某 ASR LHR. M: FEC, F, 
CF) PM CZ Browna E3) В, CF Dr (со), (E 


[| 'Фав= в... (1.50) 
Ч 


г: 
ФіВ= В... (1.51) 





证 明 30 — ЗИЕД асос) С, Вр ЖЕ, CZ, YE 
Е, Ят ВСТО б ик. H3 Ys 


Ор, В, Ир 
ОНТ, S.C у. 
Я морская... F таре, =, , №8 


(MEC, ОИ. ШЖ 


(о) Г] (коржи, 


в 
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РАД (со) 9, ОЕШ]. 


УВЕ Brown 运动 : ERN, F NDR D 
Brown 89 B. 4 


C,T, CF) P) 
= (Ох, IKF AF XF DP x P>. 
EX 
в, = | {pdB + Bii нь, (1,52) 
0 А 
当 a< 0 ВР ay = Из а= h 


(G сое ада} 


= {о Dih {tm а оо) EE Fr 
所 以 (Em #* (55) 区 元 =。 
ËB E В= ВО, о) Се ЖА. МИ 
Баж SBE- EDER, AFF a, 


此 外 ， 由 (C1.49) 推 出 


| ‘ФАВЕЯ, СОКА), ХЯ = Z. 
° 


БИЕ B ДИ И CZ ERIR. ИЖС Brown 
动 。 为 此 我 们 计算 ; | 
Бе ВВ |9, ) 
= F [exp( i? Ë 'ФаВ ехраїйВ..- КНУ; 


x ехр( Вер" Я +, х F, 


上 -一 一 


6-1 


=Е (к [exp(ia | аав) радва. 1% (+) 
хекре - АВ аа Же X я. | Хх я.) 
= E [ехр( iaf 'odB)jexp( - 5 -一 ) 


хер -*(оо)э* ) r, х). (1.58) 


注意 到 | $idu=0, |. Фав-0, 《1.53) 可 写成 
ЫЕ: 


тфу 


E [exe iaf та ан) еб - 1 a 096") 


TAT ГЫ 
х exp( 326 —tk(coyyt =. ,| 


т Ф 2 гт Ж 
= E [expia] tat" ав + 5 | tat" гаи) 


ТТЫ: Тал *(=) 
z 
x exp( 250-09 690))* + О) 


х exp re —{*(со))* +s Ace) =, ,| 


= E |== (A tAt "рав + [| tA t i pidu) ж, ] 


ТЫ: ЫСТ 


х exp( - м (2—5) ) 


рт ау 
= нт Е [exp(2| чө ав) 


т-а sag iT 


2 ет “Ат 
хекр{%[ А =) wsdu ) 
т т 


адаја 
Д? 1 
x exp — 5 《一 э), | 


= lim Е [ехр( ө], CIN i Ф:ди) )\*..] 


T+ 


x exp( - а-ә) ) 
= ep( -4 a- 5) ) 


х lim ЕЯ, лт. „1+ С1.54) 


Тоат „АТ 


这 里 的 3; ПЕН 1.5 推论 1 中 的 形状 ， 但 是 用 4 АТО. 
仿照 §$ 1,8 推论 1 出 的 记号 和 证 明 ， 当 中 {中 有 界 时 由 Doob 停 正定 
理 可 КЕП г A z (=, BR, 因此 


ЕС ar O = ЕЧ) СУЛЕЯ.,). 


59-218, MF 


ZIR) = А (елт 2 
[2m ap] al exp > ° pidu 


cexp( g | ‘Bidu )<exr(% t), 
我 们 可 用 控制 收敛 定理 得 到 :，#， до 为 《1 О ЛИ 
《1.54) 就 变 成 


exp -7 =s) Jim; - 1 Vran, = exp( — Has). 


тео AT 
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BJ B Сү) Brown 运动 。 Ш. 502,(1.512 (1.5950 НЫ 
iE. 
Е ”定理 1.6 的 和 多维 情形 出 正确， 出 p= (pO... p Te 


ГЕ 
了 Врт Ся.) Brown Зд), O=] ФТФ, 45, rt 是 其 有 
Ü 


— t 
АЕ ЛЕ ЕЕС, Brown з) B, g ['Фгав, = Вч. 
ПЕН дЕ — ВЕЙ. 


$1.10 Brown 运动 的 平移 与 Girsanov 变换 


(—) Brown ië ғр) Р 5 
定理 1,7 CCameron-Martin-Girsanov ЕЯ № ФЕ 710, В 


CF ii e Е 
z= exp( [фав 一 2 f oidu) 


CF Brown д) B Haku F “КЮ” 


t 
В. =в, - | p, du (1.552 
в 


XI T ОТ (OQ. F РӘ EC2 >» Brown imap, Ip P E. 
РОЛ) SEa i) 4 АЕЯ,, КОТ EHO (1.58) 
在 Fr EPR EMRE REDE, 

ж Ш >; 在 有 区间-07T Cr Use) ЕС ORCE T = 
со, aE peu Н Er. т Мох ЖЧ JE, Xi e: М 
М), JA B SLTH Zp PEC) Brownisash, iñi H. 
Ш VAES, A 

PLA = ЕСГ аху), 


бт 


证 明 首先 我 们 注 登 到 由 于 z, ЖЕ АКТ. 56 4 18 
w t 的 到 法 。 因 此 的 定义 是 唯 -确定 的 因而 是 合理 的 。 共 次 ， 
ЖЕ. NEF, В, сс Ad SORTIE 
Ë CLL n) = EI az 


r z 
= Е |18 (19 я.) 


因此 
Brg)=E( |. ж}. (1.57) 


ео, E 
ЕЕ СХ (1.58) 
ПЖ o 8 Z, MWA 
Ф = Qolo Ct) + DP t OAM EF). 
而 且 不 妨 设 与 + 均 Ў РИИ дЫ: SS, t=ta, T Ë 
(1.5827: 2 
F [ехр(іхсв, -B iaf Ф.б) 


в ен) 


= Б Е >, HAB: -ip AL, +Ф,АВ;, 


>| 
1 7 
2914.3) я.) 
0-1 
记 х Y! £ 
= Ерехр( > z, Я +, ОЕ 1) 
к= 
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fa 


, 


但 是 AB4, 与 si, №, Фея, RIRE 
Eçexp El F) 


=E [exp aa, + Ф,АВ‹, 
. 1 
-iA Ағ, 一 2 gian |5, 
= (Е [ехр( iaABs, +хАВ+, 


2ТАХАВ, 一 ух°л,)) . 


1-0. 


х ж АВ, — И, АБ», 所 以 


1 2 
Eexp[ (ід + DAB: 了 = ep( HE A, ). 


于 是 
Elexp |.Я:,]= [en 人 ñ Ata) 


z 
(8 м). 


重复 多 次 运用 它 ， 我 们 就 得 


==, 


: 
ЁГехралсв, - В.) | ,1= exp( -%-(-з) ). 
这 说 明 当 ФЕ, ВЕЕ ВО. ЖҮШНН—& @ € 2° 时 定 


全 ”这 个 证 明基 早期 的 初等 证 是 。 为 了 使 只 需要 知道 Brown 运动 的 Ito 积分 的 
жя нн. НЕМ —5 BH A НО Ñ S ЕШ РЕ БЕ N AS. Ж”. Ня, 
їп ЖЕ ЕЖЕ Л ЕГ А Brown 49 0 h {Ед ТД, Жая Ел 
从 化 ， 并 得 到 推广 (参见 第 二 章 )。 
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理 也 成 羡 ， 我 们 先 证 明 一 个 引 理 : 
81381.11 #(0,9,Р>Е 966.97, 9.20, 9,— g R. 


Ед. = Eg= 1, ШЇ gg, 
证 明 利用 
(9 In) ge 
和 白 控制 收敛 定理 得 到 


EC ` ga 0 (по. 
ECG- Gat -ECG - 9n) = ECG- 9%) =0, 


Е 9-91 = 2E(9 — ga) ~*0, 
现在 我 们 在 ФЕ 2° 条件 下 证 明定 理 1.7， 
由 于 定理 1.1 的 4 ， 我 们 可 取 ФЕ 2, E 


| p” ав |; ФАВ, [А (Фф? 一 | oidu 
n a 


- 0 “0 


a.e. dP ИНЕТ, 2 


Дир z, z, Е Ф, Ф НЫ НВ. TEI o, 满足 引 
理 1.I1 条 件 ， 因 此 o E:g, gl: 00r кос). АЕА gn ЖЖ. A 
而 下 式 也 - - 致 可 积 

expia B- В) ga (хи B7 =p, - | omas ). 


于 是 
Elexp'iA CB i —- В) gnj— espiat, ~ 8,2]09] 


—0 (по). 
由 此 推出 i 
ЕСехрГ1д( B 一 BPGan F) 


ECexpLia(B, - Вг 9. 
但 是 前 段 中 已 经 证 明了 左 方 为 exp | - ya s) 1. MEERE 
该 是 它 。 由 (1.58) 立 刻 推 出 
|. 


Е ”指数 上 革 、 指 数 蒜 的 定理 及 Girsanov ж BB n[ ARS % Е 
地 平行 论证 于 多 维 情 形 ; 

B 是 4 维 ( 了 FF Brown 运动， 更 ЕСА ЧЕ]. ЕРЕ 
为 罗 7， 那 么 对 应 地 可 用 


Ё‹екрїд(В,-Б,)]|.#*‚,) = exp] - ° (t— s) 


z, = ех [| prap- s оф du | 
= бхр |, Заир 


t і 
2, =ехр|і| фТАВ + 1 | piddu |, 
° 210 


` 


f 
B,= B, - | pdu 
- 5 


КЕ — Ea ë ТУ. 
(二 ) Wiener Ф [в] 65 > 35 ЯУ 4% 
ЭЕ. Wiener НСИ, СИ), PY), Te 
Be = oe 310. 
于 是 有 Ze WOR PF зс фт О, СИЧ), p OWD 
了 记号 方便 在 不 混 请 的 情形 下 ， 我 们 商 记 (在 维 数 4 确定 时 ); 
= (И), BI @ OFE, B= (W), 


9. = @ (W), BE (ИӘ, )， 


та, Сет) 是 完备 © ЖК (而 且 必 有 Ф = S, 
СУЗ) Caber i, 之 连续 性 ， 显 然 还 有 多,_= 第 1)， 

为 了 简单 起 见 ， 我 们 让 4 = 1 (不 妨碍 一 般 性 )。 

(Wg, PO EA prao = (ш), ao Я CZD Brown 运动 ， 
2.02%) Brown 运动 ， 

Ж ФЕ 21°, mi HoT Brown 运动 vw Hy Ito 积分 
БЕЗ БУ ТИЕ ВЕ бег: сос 为 一 致 n[ BIC p ПЫШ, ЛБА ө 


的 - K аа T W Е — т С СВК) Girsanov 
变换 ); 


E { 
化 一 > 省 fh, = 10, -| Ф.з, 
a 


由 Girsanov Жей, @ ВС, 27, PF Ef eat) Brown 运动 ， 
其 中 
Ртл) = Eaz (АЕ), 


z =exp(| абе, | bids) (огоо). 


ТЖ E АНИ РЕ. ло t; Ф pm fe у P] — 4 nf 
З 25 [а] ЕСИ, (要 9) 记 以 不 同 的 记号 CQ, 多 70) 与 

A яро, h Brown 运动 定义 推出 

Elexp(iE АФ), pi. (КЧ); 
=limE-exptim ai et) аш те ФТИ), 
# -= 
AMERI: яру t k=l. 2p) Вос ЕГН И 
ОС 

有 


Ерба очо) Т ОРЗ) Е ЯРО). 
АНИС жү), 
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(BF ,Ft [是 这 里 .多 = FaF = Жы), 


TERTI: ССО JOIO, рим. 
ERE, WE 


Flm., т = — Aa ` — 
1 = {#. De Ч, se nt РЁ 


Bh 2, 


"п 


t 
IK 1 ощ 
u = fw, “| pds а, +, п, 
° 


[fn - 1 - 
-| pds Saaf EF p listar es lpt, 
0 


.注意 到 Pr 与 РЖИ, Нм k Q Не, 
到 ;。 此 即 局 是 所 要 的 可 测 变换 。 


жис, яә ЕЕ РЁ, 
P = pru, 


定理 1.7 保证 了 总 在 PER CZ Brown 运动 ， 但 是 te, 2) 
Бї, БЕШ РЕС, 9) НМ Wiener 测度， 
ЖЕ дея, ЖП U Ае жү, HIH ` 


[тасв сав) = РД) = РН А) 
= [роса а оо р" аи 
= Jaya сюр" (йв), 


ташат ы, ЯР СУ нги СФ) 8 


“fm Ё (айу = fet Gy PC), {1.592 


MEIR Ром (©, ээр Wiener MIE, НСО, 9509,9) 


ЖЕСТ. #0, FEC. ОАТ {ИБ СИ, FO EG A МР a 
и: 
tr = и = W) 


СНИМУТ ДЕ SERRE” Эр, MU EOK, g 自身 的 可 
М), АН. 5, vroeg" М уе ся", ин 
m., ТЕЛІ 


fo) pr (ав = | Fws (шур Ян, (1.5975 
f ~ 


vlr 


E Wiener 积分 在 平移 变换 UU 下 的 变换 公式 这 个 变换 的 


Jacobian 记 成 J (U 6), ARE AUBE L. XWH 的 Jaco- 
bian i 成 Jaw), ЯВА, 
J(L 0) | = 2, (u), 


我 们 拒 以 上 的 结 仑 本 成 如 下 НН: 
定理 1.8(Cameron-Martin) (у, Я, PF) НЕ, 


i 
=, №, = w= | p, (95, 
+ Ü 
Ep pary, Я Girsanov УЖ, Шр. 
t ] г: 
Erei(w=E"exp(| pdw, — >) fds ) =] (ЕО. 
$ «Ио 


уо Жет ант м, ши v re #7, 


Td 


FE 和? 可 积 或 非 负 ， 位 有 
[yoran |. Гу. (ри), (1.60) 
їг 


即 变换 的 Jacobian /( уш), = 2,00), 
МТ Ф.-с, РЕЯ, ір Сож 


r t 
№? = -| ce(syds, 
Ф 
这 时 Girsanov 变换 为 平移: @ = Uu = +u В 


Озю) ==; -ep(|. e(s)du, w с) ds) 


tdw? 
= exp( -+| (т $ as- | FP дш, ) 


Я ушуш), 
В, U В Girsanoy А. Uw =w- uy, МИ 
Iw), = JE ween 
FU, U 利用 定理 1.6， 我 们 得 到 : 对 YTE wr, ГЕ е 可 
积 或 非 负 ， 恒 有 





| reyPrcamw 
= |. re +e) Сш уш), Р” (дю) 


=| fw 000 ww Риш), (1.61) 


这 就 是 Cameron-Martin ERAR, 
以 上 的 观点 是 把 Girsanov 变 HWI Wiener 空间 自身 的 点 变 
换 。 另 一 种 观点 把 GirsanoY 变换 看 成 随机 过 程 的 变换 ， 即 把 坐标 
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随机 进程 №, ЕЛЕ Е а, и, tw 我 们 称 它 为 平 
移 过 程 。 我 们 要 讨论 这 两 个 过 程 在 司 一 个 测度 РУ КАН 
ПМ УВЕ НЕ. 

注意 ， 定 理 1.7 是 说 平移 过 程 世 在 РУ 下 的 分 布 是 Wiener 
| 测度 。 但 是 在 РЎ БАЦ ВА ШАЛУ 2 Wiener 测度 了 。 我 们 把 
这 个 分 布 记 成 Py ,wo: | 


Puss СА я РСТ! = | _, P'O) VAE 37). 
u A 


在 {1.61) 中 取 = Um!A， 我 们 就 有 
Ри. ш0 (КА) =| = ушу, PT (йш), 
A 


于 是 平移 过 程 w +w fp di Ж ЧЕ ОЧ Жө їр eak, H 
限制 在 .史上 上 洲 虑 时 的 Radon-Nikodyn 导数 为 ; 


Ри, в? 
ар" (ш) = у = шї), , 


$2 Ф, =Ка),, КО ДЕК Е ЕЕ 
ЖЕ, №, АЕ, 由 指数 函数 的 是 性 可 知 定理 1.5 条 件 满足 ， 
因此 Е=,=1, ЖЕ Girsanov ei U №, 

(Им: = ш, = | ксзде, 45, 
Сю = = Kyu, ЗК R Volterra 积分 算 子 ; 
(Ke), = | сод, 
[ЕСЕН Volterra ЕС = (Т-К)! 存在， 并 六 可 用 每 
代 得 到 如 下 形式 的 表达 式 ， | 
син), = СОГ K) wit | HGQ ayo, aa, 
HT НОМ, ВИА U ЯР ВЕ ДЕ Girsanov 变换 了 。 
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HELS, ÆU hy Jacobian 为 


Г t 1 
TU yt), = exp | KCsYw дш, = ; Í ею.) | 
LJ o 20 
= ев (| [вы 
0 
і Ф 
-| ep +коо»юр4з)] сұл. 5° 


Е Куш), 
对 YTE 9$, fe 和 аг ВЕ, ВНА 
[сорт саш) 


= Uy лек ва». (1.61’) 


这 有 时候 由 于 下 是 Girsanov Я НА, 过 下 对 于 反 变 换 过 程 
` f, = (U 1ш), 

在 PY KRA Mi Ponia 有 

Риз») = PU A= | Р") CVAEDD, 


ЖГ=ПАЕ 91 (Т! ЕЕ Girsanov 7 №, 0E “НИ” 
Е, киви я"), Щ(1.59')Й45Ц 
Руза „АУ = | J(K st) БИС). 
rA 
所 以 Рь-1. 对 PY ARNE, MAMATAY ЕЖЕ, M: 


Radon-Nikodyn 导数 为 
аРь-а„ 
тарт (ш) = ДК. 
但 是 下 变换 过 程 (0w), 在 P” 下 的 分 布 与 P" 的 关系 却 不 能 
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由 这 里 的 一 般 理 论 推 出 了 ， 因 为 上 Re Сїгзапоу 变换 ， 


$1.11 Brown 参考 族 及 关于 它 的 局 部 蒜 


定义 1.15 Brown 运动 BB 生成 的 完备 参考 族 (F;), 称 为 Bro- 
ёж. 

51381.12 1° ЖЕЧИ X ШВ, МО AER N, 

2° ji X аа Ц ЕЕ, ВНЕСЯ г ХЕ Вогеіра 
Hr, HA 

ЕСЖ, a FI = EUX. OX)» 
那么 (多 们 是 右 连 续 的 。 
证 明 1° №, Щ 

(Ха „әтә. Е.Е Г} FL, 
Ш: т-жоо, 9] 

Хон Хе ETE Rt, 
іп ЖЕУ 5 由 X a ta X P ETHERS FF 以 3 tC r, 从 而 
=... 

2° ВНЕ ТЇБЇН? БИЛЛЕ nk Е, Ta; 

Е] Я ОЕ] Хх, (#HB Q), 
因此 ЕС #0 MR 3: 2 1 Mb 22 р. АЕ", ЗА T. = 
БСА ОҢ р Н НГ. ШШ {г ЕТЕ Я, {Н РО дп) 
=0. 所 以 ALLT = 11 in ч Га: ЖЕЙ ЧЇ. ААЙ АЄ F? А 由 А 的 
ЕВЕ рт CF, 

ВНЕ, Уле, IPAS 7% а, ЧЕН СЕ 1 в 
РАС) = 0. 0 lim Се... НЕВЕ lim c, € 
91. АП 

T8 


2 (limÇ, ут U A- nds 


ЖОР Rajai. МАС", ИФ 0.701, 
推论 左 连 续 强 马 к, 2 ДЕН СТ: 
он °., 
ЖЕ, Brown эк ЗЕЕ, 


81311.15 ШВ„=0, СЯ) Brown ДЕЛИ, Ш] 


relit в, sala аз ; fs= ХАГ at nG) 
(Vn, у Де, YAp A E R jk СЯО, Py) E p СР: 
#RFEH A E Те, Руф). 
证 明 vřele, P), Hig thie РЕГ Л: НЕХ 
(Ze Za Я ДЕЙ КЕЛИ. 


т 
Ме ув, сву) 
ECE ptg Sn (Se : 


ХЕ Е Е. ё 1:2, | елү УЛА) =0. 再 出 Аз ЛА ОЯ ТЕ 


WH гє, Еее, ij MI 
ав, - 
Eee TTU асо, 


这 说 明 (В: Bi,- Все, Bi,- Ba, Ой =0) 在 测度 
гар 下 的 Fourier 变换 为 0. 从 而 (В, Bi, Baa OE арт 
的 分 布 为 0 。 ТА ПАРЕ B, › 好 :一 Bi зс» Bi 一 В, А: 


Г 17 

Жз оК OCB” B y БО. MEI fE Z) E 20, Жї 

命题 1.6 ШО Brown Вы. ТЕ те Py, fE 
在 唯 - CFD EHER Ф,, tE 
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r — Eš = Ф,іВ,. (1.69) 
„о 
证 明 ju 
ЕЕ ІЗ, Р), (1.691831. 
рем, ШМ 


ЕЕ? = Cs | bids. (1.63) 


ИЛ, РЕ. ЖУП, ШЖ Z C 2, ZU ur, МАН 
在 可 料 列 Ф 


pe ‘dB,. 
0 


бъ ES = 





FIRI зы Cauchy Я] (1.63) [Ап Ф'" i е, ih ñ) Cauchy 列 。 


Ф рр Ф. A Z. 6 ЕЩ 
(1.68), Е, 

597—8, 对 于 EE е, 设 
由 ,el df da 

t 
Ф, = 1 + | Bsf сав, еж. 

1-00, Є л. ари сояе. л ДЕЕ МЕИ ТЕК. 
便 得 到 (7?,P)= 2, 

定理 1.9 (Brown БУ НН А СЯ Brown Ж 
ЯЗ, мє! FI)， 那 么 存 件 常数 4 ХМ СОТЕН ФЕ 
gp, {k 

м, -a+ | Ф,аВ,. 
特别 地 ， 关 于 Brown И ИИИ КИЕ ВН. 
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证 明 M, ЖЖ АЕ Ф, Н. зар EM 122722, ВА НИ 
t 
1.6, Е DELCI! P), | 


M SEOL ЗЕМ. + (| Ф.аВ, [9 
- © 
= ЕМ, + Paap.. 
-e 


Жок. РЕГ А, Ер iE En ELC L py, Fn 
Z Ma. 由 Doob 不 等 式 


Plsupl M, - ЕС FL | Ае. 

I ЖЗЇН# 1.7 的 证 明 ， 可 知 存 在 БЕЯ?) 的 子 到 ae.dP 地 - 
HERF М. Атм. УТ Мег, TETE Я 
t, оо, (EM nO НИ, р МПТ. Пн, 
从 而 好 有 连续 伴 正 。 这 样 就 存 化 停 有 时 列 co, сс, МНЯ, PH 
以 由 第 一 部 分 知 存 在 中 ”和 多 tE 


t t ` 
Мб = ЕМ, ‚| фав, = ЕМ, + | ФлаВ,, 
Ф Г) 


由 于 М?ъ-»Мұ ae dP, х ИП Ф ДЕ О) Сапену 列 。 因 此 


loe 


абр 
Ф — R Ф, М 





М, = ЕМ, + | wsa5，。 


注 对 4 维 Brown 运 动 可 癌 样 定义 Brown 参考 族 ， 定 理 1.9 
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2 82) 中 元 的 第 二 种 表示 是 误 生 Cehaos) ЖД. la 

An = (Ча, д: ВЫ, 

Тж Бат: = Р) Р С): Ji E РЕ РСА 的 生成 集 ， 其 
РА) == ЕКА, Ча), fE E, PEX 


11 = | Ачан, | ауа в, ,| 'f GB, . 
0 1d o a 
我 们 有 有 
[Faf leaz, p= ТҮЗҮ 
IEn DRAE п + Wiener ВИ, п, ПЕНИЕ, 
a R. 
Іс P) = D.. (E,y= г, ССА), 


паб 


VEGL2CE2 DP ЗН} Ре РА, 


ë= 20.0", 


Кар p (OE = R, ЗООКА Z асет. 13) ЕЛ", 
ОР 24 f = ЗУХА Е £ S 3. 285181, 


由 此 可 证 对 二 E 多 成 立 ， 再 用 引 理 1.13 便 得 一 般 的 公式 。 


习 题 
1. ТЕ СГ0, 20) th EX 
EL 
бз. t 
ыы Ч ') [> єСїфб,=с)), 


求证 ох, ИН t p. 等 价 。 
2, рес, XEO, g (r ),Ру | По а, K 


м'"?-1\ 


Х| Мыр 
lim 2 (=: 0) 
Ср) dim f © АХ: 


Niu: 


(р) ‚т, > FOX ae: +(1-A)X n АА и» (Од). | 


з. ERAO 可 笠 过 程 ，P(| обоо), 


oa = inffi, [е2 | 《inf су==оо), 
О 
那么 
£ 
сюне{ r | Psoe, в›4В,) 
存在 . 
4， 若 中 :有 界 ， 那 么 


t zm 
Е | p dB, Tma p PE Om- DIL 
Р) 





5， 游 Ø, C Zan (mE), М 


Е |‘Ф.4В. ртт гч" | Epa"ds. 

6， 设 可 测 过 ЖҮ СЕРУ, ЖБД, TE ГО, ос) x W úf 
Wi pg 7С), EO х РУСУ. ў, Хә) = 0 СА 3) Lebesgue gl 
№). 

т. И: ХО, q RMF Y ARC ро 
FUN EX。 = EH. 

8. (了 1) Brown дд В, ВАН ЖШ, CF p) НЕ 
Е 2, W| 


E(| agis?) = 0, 
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9. (r, Brown 52) В, DEFY, ДАЖ 


1 t 
Е(|'о,ав, я) - Гес, яав, 
A -9 


t 
10, ос" [| DaB, E€ е, mi PE Fg 


11. HEWA EJET F $h JU 5 Pr A yh yB E 80А 0 НЕ 
在 "0 上， ' 
12. Ж 2509-0, ЕС”, X Artola, fA) afp 有 界 。 证明 


fs Xexp (Г а) олс о ds 0k, Яй 


а= (а,;(х)), p= {F(x)), (п.р) = аа", 
1 “ , 
Asya fu Д, 


13. Хо, МЕС,» 也 -… 致 可 积 ， 
14. ЕРМЕК 8k, WZ... 
15. WEH: 


ч a 
P (max Буту е ‘№, 
s. t 


1 . 、 х Чу 
16. 2220,06С', у осв О ое T 


EXTER GE, gCo EEE, ЗИ. 
dž = ае + с°*аВ,, 


Ж X,—=g(t,2 1】 满足 的 方程 ，。 
17. G, Б.у 沟 非 负 常 数 ， 求 


[X _{ 0 Г х, 5.048, 
У: -8 -аДҮ, 
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HE, Хх 的 平稳 解 什么 时 候 存在 ? 协 方差 是 什么 ? 
18. Bb rk Brown 运动 ， 中 = (ФО), ФОТЫ ВН, 


H Фен" дато = | Ф14з 的 分 布 密度 Pbx), 求 | 97dB， 
的 分 布 密度 ， 


BOE МЕРА 


在 五 十 年 代 初 ，Dooh 早 就 注意 到 可 以 仿照 对 Brown 运动 的 
Ио 积分 给 出 对 于 某 些 静 的 随机 积分 ,他 对 这 些 著 假定 了 CD) 条 
tF: MEC RR ETEMA Еее, tE- 

EUM, Моя E| |" /сч,о)4ц| ж], 


这 时 只 要 分 别 用 Mb | f. Соби RE Brown 运动 BR t, 就 可 以 
照搬 定义 Ito 积分 的 一 切 程 式 ， 因 为 M ,是 ( 抑 ,) 鞭 ,所 以 条 件 (D) 
ИРА, 

M4 一 | fodu вся ОЙ. 


路 广 一 些 ， 可 以 用 非 负 C ,适应 随机 过 程 F = CF, 16 代替 
Гола. RE MoM- БЕС ФТ. 

ТАМ, MEIER ЕЕ: 我们 知道 这 
直接 地 关系 到 能 否定 义 对 M, 的 随机 各 分 。 因 此 这 是 一 个 非常 重 
要 的 问题 . Doob 早 期 论证 的 缺点 就 在 于 术 能 在 一 切 钢 中 反 别 出 这 
类 非常 重要 的 子 类 出 来 。 关 十 年 代 初 Meyer 解决 了 这 个 问题 。 他 
证 明了 只 要 是 平方 可 积 棱 ，P ,都 存在 。 继 后 Kunita-S. Watanabe 
用 局 部 化 方法 定义 了 对 局 部 平方 可 积 靳 的 积分 。Meyer 的 理 论 是 
ЗИ ҮЕ 与 随机 积分 最 关键 的 一 步 , 自 此 揭 开 了 新 的 序幕 

Strasbourg 学 派 基 于 随机 过 程 的 一 般 理论 ， 更 进一步 揭示 了 
随机 积分 中 的 一 些 实质 问题 本 章 的 前 几 节 将 简要 地 介绍 这 个 理 
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52.1 严格 事前 = 代数 及 可 料 时 


2.2.1 ёз ГАУ ЈСО, я) КЕЧЕ ЕСО, оо) 的 和 随机 变 

Ж о, је 04 为 0 在 集合 A4 上 的 限制 
Sao +t e+)" (Ає #), 
ПН 

CT.1") фо Ся), Ac =,., HJ o tb (s о. 

定义 2.2 HEMA, я) ERETO, ооу ВЕБ 
А О H r, ір 

Га, т) == { (1, v) E (0,00) x Q: або) ты}, 
TRA CEHA BLEKA. ЗН ra МГГо,т]], ((о, 
Tf]JC0sT))、 需 要 注意 的 是 : 
oT S {Ctro ЧЕТ) oo}. 
Јаго јј=гг0,0:), Ево Е. 

я, HFE MA TE Si FODE 
选集 。 这 时 А. Сы» ДЕ A atf, [АПШЕ cC, со >) aE 
E. FÆRNI: 

(т.4°› ЕВЕ а Й — HBE BLA M HEE TA SE; 

CT.3°) AENG уа да ЙЧ) ВЈ Е ИТИ ИУ [Га #БДЕ Ө Ж} ҖЕ , 

(Т.4°) ШЕЕ. а Ао, WM Elas, РЕЖЕ Е АУА 
E DOO EE), #1, оова СА ЁН); 

CT.5°) жтт ЖИМ, ХАР, MU X I... € Я... 

定义 2.5 CF BDP r АСЯ РЕВ, АЕ г, о ДЕН] 
Еж. 

定义 2.4 CF ОЕ BRACA ОРГАНЕ, Ж ЖҮ: ТЕБИ} 
Урт, 而 二 在 07 上 严格 地 二 二 7 区 В) n), ХШ, v. 称 为 
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预告 ПЕН], 
显 见 ， Эт ЖЕН, 10220, {т + ad Rj TR E FF. 
(T.6")》 可 预报 时 必 是 可 料 时 。 
HRE, 
10990) = (C00 x {150P }( Пс, 0). 
#БЕЙ2„1 Ф=с{[[т,сс)). НИЕ т}, 
#=({0ух FV, o), —Ш тг) 
=о{[{[т,оо)) -PIATE т} 
=0о{[рт,ос)), — т. 
МЕНЯ ЖЕНИ, АНУ с АЖ’ Хх 
有 界 右 连 左 极 适 应 过 程 ， 今 


їл} ~ 
то = Ü, 


т, = вок, IX,- Xatm] /|Х,_- Хүн} >] } 
(inf рї = +оо), 
我 们 有 
И = р} = N U (G<) 
а + 有 再 < 
1\1 
Пение хит). 
БАН ҖЕН С е ү, Ши Ся) 停 时 。 由 于 
X HES R Rr В, Пк, 而 且 z+ 
ookoo), 我 们 定义 


1 
ymi Хит, CD 
keu 
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- Ух, үө Е Г» п) „И! СЕ, 


Ш XX АЖ AEF ро IBAA i, (0) = РА, 


с)’, таана Ш 
Хи T eteh DEP, 
AWHA X e er, НН все, 但 是 8 C e 
然 成 立 ， 因此 Ls=@ 人 
其 次 ， 我 们 证 明 后 面 的 等 式 。 分 别 记 等 式 右 胡 的 各 个 和 代数 
DP Pa Za。 由 于 对 于 ОАЄ, (5,00) x А=((зл,со)), Ж 
用 命题 1,2 便 得 FTF. йт ДН, ЯВ r+ a/o 是 可 预 
报时 ， 所 以 
(Ст, ооу) (EEO NE .Fs 


又 车 AEFo， 则 0, ©)хА=Г 04,5). XIN 29 0 fE A Ш 
ВОЛЕ НГЕ НРУ М, ВЕГО, оо) x AC Pa, Fi > — 2, 
但 是 我 们 显然 有 灾 ; 王 .多 ,二 .FF 于 是 命题 得 让 . 

推论 1 可 料 过 程 X 在 停 时 r+ 上 的 停止 过 程 X AR 

证 明 由 Xr Хоа: +X Ани +X daer, en ВП, 

扒 论 2 Serr DEER RRO U TEHE. 

证 明 设 * 为 可 料 时 ，r+ | MARAT BUDE, B hite ДЕНГЕ} 


ш. жж = lim| | rr+ 工 力 是 可 料 集 。 反 之 ， 细 果 [[z3 是 
WEE, WALL oD = СОСТ, coo ТЕШ. РИК ТЕ ЗГ 
Мв. 

我 们 知道 对 于 CF OB сото К Я, 在 过 程 的 停止 是 
Эрна ГАВ УЕН. СЯ нр т, АНА 
事前 0 代数,-。 它 在 可 料 性 研究 中 起 重要 作用 ， 
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定义 2,5 FCS OPET т ЧЫП ЕУ ЛЕ ко 代数 为 


Я.Я | ` (ж, чту | 
t 


ИП сх. 
і 


АЛИС аи C Е о Е ЗУТ I+ 

(Т.т°) Фо EC OAR, AE Fo W| o, Ш R.C.) 
可 料 时 (参见 引 理 2,3). 

引 理 2.1 ОЛЯ, сует, BË ДС Otak, № 
我 们 有 

1° я атс я, (ÇAR oar #б,_); 

ЯП, (Airo Er), 

2° Бохт, | 

E filo col EEK ост, М] aor, 

ЗЕЕ: тоь 0} ГАА отг, ИН... 

3° Fr, r, Ш, Я, МН: СО та 
т, Ия. я. 

4° ЯТ АЄ Ж, ADF, SACI, . 

证 明 1° КАС ж», ВА АЛЕ. =. F h: 


АЙП} (J Абое 


rH 
€ U (=. re 
ги 
х = ` л, г А 
е се) = s (am. те 251) 


т 


= ся. пос... 
n kan 


2° 在 第 -个 假定 下 ， 利 上 用 1， 对 于 Acs Ri 
А = (А отр (АЛ ао с | 


+- 


在 第 三 个 假定 下 、 ЇН Же т 0) е ПП {с=бруП{т= 0) 
Fo WAU EE 
ео NOTER e TSOR ge 
3° HF 
Fa [SETAA СПА ж, _, 


Вто, у Е 


жапон. 
4° тгл, И Я.С... Я НОТР 
АЙ (Я: ЧЕТА = АГ (=, n) (фет) А "оя, 
НЕ АЛЯ, А оя. ВА”. 


A 


ЖЕН о, ри ото Ия, METE c ICE и р — 


o AARG Га ХУ. Co), BH 
Felo) = (оиу, ш) (ое lrA, 
命题 2.2 Ща (УРУНТ, В, 
ДЕН яву = Толо) ж„_. 
ИП {ДЫ а Его сс, Гр, пр ka, 
Са} ИЖ ЛС = а) о. D) 
证 明 РЕР z, НБ АН 
ХЕ, 28) = тет стос Я, 
УТ AE. Fo 我 们 有 
РСХА = =0 A SC о-о 
БЕ LEGH сос я... 友之 ， 对 于 Ac Z E 
А окоо = РГО, ос) х Ау ўсі); 


а" 
Я ив 
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对 于 АЕ, f 
AP eao тозо = ДЕ, о) x АЕ У: (я), 
REF оос н). ЛАТТА. 

FERGEES. hu -个 刻画 ， 即 在 ос Е.Р, 随机 变量 就 
是 可 料 过程 在 "时 刻 的 值 (ТЕКЕ {Е о со EF ВЕ А ароз 
程 在 c 时 刻 上 的 值 )。 这 就 是 . 

命题 2.3 AFC е, МР: EEF. МН К STE 
РАНЕЕ ХЕ СР. = Хы GEF o MA F o ME EL HUDS Hb NZ 
ig Же, БЕН НЕЕ X {к е l! ЕЙ. 

证 明 aott. E Ahala. ao oE =, ,所 以 在 
тоо К XI... = МОЯ, РЯ RO 
мо. М, М. ШЕЯ, Жо = co) ХИ 
=0, Ия TAH. 

HEE FAES. o що. от СЄ т, f71(C) = 
со 1А, HX = I EA 


了 = 了 Гаа = ТоС.) = Жос 


вісе! 
яр ЕС, RIT H лат Хх TEHER x ë 28 
引 理 2.2 1° онр, т 是 停 时 ， 则 
Fa Пт, 
СА ст, OEE Fa), 
2° Чызус ,т арр, № 
Жү, т Ë {Ory, Fa иже ü Я, -5 
F oi lF += ции Fa- Fr EF nra 
МЕНЯ 1° ЖТАЄ Я, At oan GRAD OTAN 
tasr} {r Абс яте сос, ВОЕНО 1] 知 第 
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一 、 工 两 项 属于 多 。 -。 对 于 第 二 项 ， 我 们 先 利 用 命题 2.3 取 林 料 
FEX, Х.г. 1, FÆ ХТ ой ОВЕ РА, М 
Ра = = Х1„- 2. ХГ = (XI ца rires EFs.. 

2 ЖА ии чт, ос) =[Га, ©) Г т, 
w, Ef отар, РНИИ 

АП от] = АП |9 Vr=ri€ я ,_, 
АП = (А Пот) Е,.. 

ФРА Ся, Г1.97,., МНР 

А= (А то = стр) CAT ЧЕЕОАТ С rAr- 
EEE e- F C.S A-C 97. НН 
2. Ж тШ Ж. 

51382.53 1° ож, ле, , Мо, рен: x 
жє, М ЕГие». 是 可 笠 过 程 。 

2” 攻 0,75 为 可 料 时 ; 则 于 为 取 下 列 五 个 集合 之 一 时 ，94 и] 
类 由 。 这 五 个 集合 为 

{от}, {с=т}, Хату, {or}, {921}. 

证 明 1° 利用 命题 2.3 并 取 可 料 过 程 革 ,便门 [eco= Tree 
1с, = Ге, 6); X= ШЕЯ, РАНО. ЕЮ 
可 知 54 д нр Н.Е „ЧЕ =, ТЕЛА Lana, = иг 
走 可 料 过 程 。 用 典型 方 江 便 И се. Ри, ДЕП 
料 过 程 ， 

2” 上 只 请 注意 : 引 理 2,2 保 证 了 itz 和 1E s. . Ух ЛЕ ЖА ДЕ 
тж. 


$2.2 ох 


《一 ) зт 
定义 2.6 设 名 是 集合 下 的 一 个 含 B TEX. РЕА 
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称 为 多 解析 集 , 如 时 存在 紧 上 距离 空间 互 和 4 ELECE F oa fE 
А = Ргој, A’, 
жфт E ETIE, Ргојрд’ ER AE F ЕЕ, ВИ 


fx€ F, Зуд C А), Jos 表示 集 类 的 可 到 并 后 再 作 可 
{за ТҮЛӘК ЖЖ, HH 


z= UH.: Н.Е], 


м”. = Пн, H, ея", от). 


一般 地 ， 空 间 扣 的 选取 依赖 于 4 ,) 

ХЕ (Ше). {ПЫШ ЛАА 

CAD сис; 

(A.2) FT RT CR) 

A.D EXACTA E XE 上 LEE 是 为 一 个 集合 的 
一 个 含 ФЮТ ЖӘ. 

3i 理 2.4 1° СС) = (С )) а СЯ); 

2° Сох мс е (# х); 

3° ОЛ ж у= РП (FCF WERTE D); 

4° ся) систе‘. ЕЯ), 

ЖЕҢ 1° Леся», А, = Proj A; , AECE (Ena?) x 


Foss Ёз ЖИМ. НЖ, MERR X E EHE ҖИ! 
离 空间 , A A(X En) хдл. ЛЕА; А ЕЛ, B 


й, N АЕС СБУ Xx Я)... `P: 
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Пл, = гој, ( Г Ае ся). 


Жек, BOEN E Api |} E. АЕ. TE E RRE 离 空 
H, mA. Аке СЕ, x FF) 有 从 而 


ЈА ЕСЕ) хя), з. 


Ни (ЈА, = Proj,( U A;)e сяо. 这 就 证 明了 IT*， 
2° 首先 注意 ， 对 于 АС мс), En 写成 
A= Рю}, Г] |] (К.ьхС, к» (K. , € СЕ») 
k я 


ОС: Е хо. 


因此 对 于 ОАЄ CEJ ВЕ мя), ЖЕ АЕ #„, DEF TE 
АСА BOB, МИНА 1384848 3 
Ax B=¿(Ax BD CA, >x B) 
€( (2 ух F ANCE ,x (977) 
Сис Я >, Пхи»). 
Сми), = МХ), 
НЭП =p C, увез, VCE z). 
3° AC (D | Я) РГЕ Bp sr i £ K 
АЕ С.# СЕ) хя), а 
使 А = Рој, (Ех) ПА, ЮЗА А = Dí Proj, А”, EH 
AC Df). Ся). 
4” 由 1 可知 e (sr yB F ВР Ж. #={А©С Ся), A'E 
ЄС уук. о Кї, Алпы ся). 因此 oc) 
ся). 


引 理 2.5( 投 影 性 质 ) 1° ИР РП Эт [н] E ОЖ T Hs 

K, MAHT Ex F EB. (E) x 解析 集 有 
Proj CW Я) (9). 
2" имя =). 
证 明 1° ФАС (Бух), ИЕН E? (Ë 
А = Рғој,, A, 

其 中 

А'Є (ШУ СЕ' ух “(Кух I Jo CLECE хЕух Я)... 
于 是 

Ртој, А = Proj, Proj k. A? = Proj A ECF). 


2° X AS. См (Sr ff {ЕЖЕ НЕ Е A= Proj, A" ‚ДЕ 
rh 
АЕС (E) х ACF o TLALE ESF Dog 
= (WCE) x Я) | 
AE MAT. DK 引 理 2.4 1°). TR AEProjp (ЯСЕ) x 
FY), НР АЕ мя). МЫ 
| Wm FIC RF), 
反方 向 的 包含 关系 是 显然 的 。 
命题 2,.4 п Н“ 的 全 体 紧 集 类 ， 那么 
1° КОСОЙ (В) = мт); 
对 于 任意 可 测 空 间 (@ ,多 7? 有 
2° (Ri) x ЖООСУ LI 
3° Projo С x IJZ LF). 
证 明 1° Ж КЄ, КЕ „С (ЯТ). H 882.4 1° 
131°, 
2° # B€ хет, MEB CLE x я), СЯ x Z) 
便 得 2 。 
3° ИК Е, ЖК, ХЕ, TACSI), H 5] 
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理 2,4 我 们 有 
(K, xO) D AS (K, IDAL XF) 
= (Ka XO) CY x FY) 
= y CRK YX ш”), 


AARI. SH Proja ССБ) хәс С), Ta 


Proja A = Projg U ГК, хо) CAJ 
= [] Proja [Ka х DI АТС), 


<-> ‘Choquet Ж А 

定义 2.7 iy ktt F IU tE T EHLE i ШАШ, 
жна Н). Ня. ПАК АТ ТАН 
Cpi -со ‚ оо РА Г, WW A 

d) М, A BE Zs АСВ, ICA) EIC); 

(з) ЛЕЕВ IH ME, A’ AEZ, A, t A, MCAD 
ICA); 

(1) 多 下 降 极 限 封 闲 性 ， A.C g, А, A, ДСА) 
An MBA TRAE, ZEN Choquet ОРДЕ. 

定义 2.8 ELAGE, ЕН) Е №, ЛЕМ ЖЕНЕ 
йз, а А ДВЕ ВЕ TER S a ИРАНЕ, Bi 

ICA)= эр СВ». (2.1) 


ABET y 
шаг к LEUT, Зр ARETA, MA 
ИЕ, 不 能 天 得 过 多 。 
НЕ RIEF, ЗПУ. Же = Ea ВА 
сро ГАО. 
证 明 z. 中 任意 集 4 有 表示 


A=) UA... CA... 20. 
ЕГИ CA) >- оо, m Hik А, „т i. Hi), xH 于 任 
将 的 a< (А), RNE 


ICA) = supI ÇA q А». 


因此 存在 па, [E (АГА >a, 用 归纳 法 可 证 对 于 EE k 
在 Тк, 使 KAN Ау, пи Акт) >G, 再 ЕН (L) 


жй з-й ж (Га). А (Ya, >a. 但 是 


Пл, 2... p= ПА, .ь, E Mü R BC AH 1(В);>а, 
k=} k=l 


所 以 4 是 了 可 容 的 
命题 2.5(Choques ЖЕШ) IEC, DEZA E X 
设 多 = .wr(8g)， 那 么 多 中 的 集合 部 臣 了 可 容 的 ， 
证 明 ХРОН Е А, HEERA RIERA Є ` 
С (БЕ) х #), | ШАРА’, 4 


={U (К, xD): КЄ (E), D; ЕР, m 任意 正 整数 }. 
1 
ПЕ, Ре, m В.С (Б) х )„,= SP. |, ЖЕХЕ, м.) 上 
JCH) = I(Proj Н». 

ЭВА СЕХР, Zop ЕМ Choquet g Е. ЖЕ, ЛЯ 
EGD, ЧЕ Ш ЖАЙ. ATEA, ЕВ. HF ЕЁ 
集合 В,, МЕ 

ПрюрВ, =Projs( N в.) (2.2) 
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我 们 显然 有 Projs( 门 2,) 三 门 Projs 8。; 反之 ， 对 于 
xE N ProjzB,, 


НВ, © ЖЕ (Ey Ж 4; K, Z, W 

(Ex Ix QB, ЭК, хіх), 
НЕ K, 4. ХК ИЖ, MA Г] К, =. i 
Ti 


cEx PA MNP) Пк.) о. 


жх хє Projs( 门 8,). TCD WE. 从 而 可 知 ] 满 足 
(л). Т СЕХР, Ж#„,)1: Choquet 22 AJE. T$ #I H 
可 容 引 理 便 得 到 Бре, 集 都 是 可 容 集 .最 后 ,有 于 Projp%， 
сг,, RIIA 
ICA SJEA’) = sup I(B) 
E=A41' з 


„ВЕ m 


= sup I(Proj, B) 
ё 


DBA’ | Be m 
= sp (DERA. 
BC А:Рреғ у 
НА ГАГА. 
定义 ?2,9 АН, FE — JJ 88 3: HM FEE 19 He 33 
я. я =[Г +, Mah РДЕ e u РШ E. dR DR OO) 
АЛАТЕ о КЖ. пр y pa e aa tE. 
Ш, Се!) ЯР, 
51882,6 ЕН СО, t 
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ALTA = ия. 
X ES E РУ), ВАСЯ) =. 
ШЕН ГРЕЯ АС мя), ШУ 
IGA>= inf РСВ). 
Ас веж 


ВНЕ Г ЕСО УС ЕА НАЕ Er 3 P — k, Ш 
АҢ2,5, РАС Сә) 


inf РВУ = СА) = sup (В) = зир РЕВ». 
ат Вс ВЗА: ВЕ Вла Бел 


因此 Асу”. НР, Е ле. Mm 
мес“, 


Е ИИ. я ая", ЛЬ 2422 P 
П, ПИЯ сис "тя" Я. 
(2) Жал 
2.2.10 RO, Z7 Хр Ц, [0, 022-0 Й) А 
gM СТ O ЛЕРА О $J 0, сова Da: 
DiD = іп Ето: аще А». 
命题 2.6 1° AEC) A, Ш D, € F's 
2° СЯ ORAR БОКСУ ШУ), ЛАН, ШР, 
Ся ИМ. 
证 明 1° Но, 172° М 3 |BB2.6n[ 5 
рлеу = Proje AGTIEN] Ev (NOCY, 
2” 闪 为 二 是 循 订 的 ， 所 以 在 工 中 可 用 交代 趟 .9 
推论 1 设 ( 宛 昌 为 完备 参考 族 ，X 是 循序 过 程 ， 则 拓 首 达 基 
A Borel fi ВСС СВОИ 


Тв = infit, x, ЕВ} 
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证 明 AA taS Dyg MAUL HIGIE.. 


推论 2 er 2 se 0 = 2 bk, mI E E AR ЖЛ ая 
[ГРАПСА, ЖА Р, 是 可 料 时 。 

证 明 [LCDa 0] ANCCO, ра = АСС, оо x АВА, 
соу) арр, неро, 1 推论 2 便 知 已 4 为 可 料 时 。 

推论 5 ШО, X = (ХО „а М: 
连续 过 程 ， 则 

Ta =infit, Хх, (ва? 
AB nf ЩЫ. 
证 明 тоне» H ХЕ 
[CD laani) 
o HEEZE ta 是 可 料 时 (这 里 
{-—-а,а)®=({(—со,—п1|!'а‚, +оо), 

引 理 2.7 (О, Z, P). Bs JU ЖЮ BU SK DK СИП ДЗ 
Dán ЖЗ Крл в 7” ВИН, ПНЕ ДЕ! Т {Ен Eo E PE > 
— =з)=1, ВАТЕ ТТЕ Ea ВЕ Тя, ТЯ 

(S) 对 于 YEE， 有 POE)=1; 
(S {ИЖ 1’ BEG D ЯА РОЛ) = I. 

并 有 是 ?由 (SD (5,9 ҢЕ р, E 称 AP ih Chua И 界 ， 记 
成 ess sup, 

证 明 Aira pR GEDA. BR š. € 2 WE 


- . ж sup E ` , 
I +, кс 1 +š 


IIX Kaa)", 


. Уч 


我 们 不 妨 设 + (AUDA V E RA E нес, 1 ЖА т. (SO 
mala, 3-— m, W Te РЕ, TE 
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Eq 十 了 WE = lim T+ £ V ШЫ 1 £, 
= „Л ..- 
= Е 1+7" 
因此 
NV т \_ 
Е ЫТ 
ВЕ n А 
有 从而- —- 2 = а.е.Ч9Р ‚а POVE = т) =1. JEBI. 


1+7 1+7 
在 -- 般 情形 时 , ФЕ {14 = E-E Еж}. ИЖЕ, ~ 
МЕ. - F yt АСТЫМ EIME 对 上 端 运 算 封 闭 . 记 = 
ess,sup WV ЛЕВ ИЕ Л, + Eo а ($1), 09,0, ИЖ, xJT IF 
жег, RIA 


НЕЕ, 


БЕНИН, Ш’ E, ЯР Ее яду РОР E= 1. 
MRPO’ в к) = 1, МИ” = (t у) + E (Ë * 
+. Am 3 Seni +, ШЕИ (Sp. 

ПЕРЕН ЖАЙ. ВЕ, SG F. ess.sup 8 的 表达 式 我 们 看 


ess,sup Æ =, + Z= OE, +, 


= V (Е. ED t +.) 


т 


= уе Е, V d= VE. 


ЖУ 2,11 со, ЖР), 0,00) x 0 [9 Г ЖА КР 
АНН, ИЖ Projo А EF”, її] ЇЇ. PiProjy А) 二 0; РХ H 
АННЕ, ХО УЛЕМ АЕ. 
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命题 2.7 车 参 考 族 完备 ， 那 么 4 = 多 * 《全 休 布 连续 适应 过 
ЖЕНУ о КЖ, WELD. 

证 明 тст ЫК, ВЕДА ЯШЕ Я — D) Ят ë #5 
CF ye ВЕРА НЕЕ © В] {ШП}. 

BEREH: ХР АУ ЕХ -E 1РТЕЯ ЕДЕТЕ 
X, Ex -总 为 不 是 道 过 程 。 为 此 我 们 记 

= (т. 7 为 停 时 且 存 在 可 选 过 程 YY， 


вто, 2 рядов). 


Жо, те, АЖ уубу, tY Doors Чо 
rE 各。 我 们 显然 还 有 0E 和 多， 由 引 理 2.7 可 知 存 在 сэз, ѕир 党， 
ИЕ до, ВИ РИН, РИ o 3. 我 们 
ЖЕН Ро. = +00) = 1, Г, ЖА 
— nfo о: 
Аа, mV iX X. 121] 
是 循序 集 ， 于 是 
Dat} = Ргој (То, DADE CLF =... 
BHD, ECZ pikk. БМ, ТХЕ ВЕЕ НЕ Рос Е 
A Da Tp 
Я— ҮЛП ЇН[ + HER уау" о Mater А I та „әр ЇЙ 
п D S R., 因此 РО, О) = 1, Мб Ро 20221. Ha 
iaoe, REL ху”, WAX Хх" 
= ¿I/nyl 是 不 足 道 Ж, 记 
ЖХ = Птах‘ iimg"? 


— =m”) % 
Ñ — 


MALTE, НХ ХО) АВА Ж. Fri 
Оо = Proja {X =}, 
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J; Z, рр =1. 最 后 ， ЖЛ УХ = ХІ ШЕГУ 于 是 Хай; 
А 


МАЕ. АХ - ХЕ АОН. 
ШУ=Х-Х, EE WPL DEPR, 4 


"ш + ， 1 - 
了 Уз та!) RGY ry окур 


那么 因为 Yr=Y к = 0 а.е.9Р, HCF ORZ é FE Ei Yo 
Үк, а. PAYU ERE. Mm Y ТЕЕ, 于 是 
NX=X+ Yibin, ВХС, 
命题 2,.8( 截 定理) HEC, PEUR AESF) 
хи), ЕЛЕНЫ М Я ВЕЛО SC reo), fE 
[Le CA, (2.3) 
Расе) = P(D < eo), (2.4) 
jk ЕЖА ПОЗ РЕ B] SE ЯЕ y ТЕН, 
(тшу SD AC hi Ж. тє. Im D 8 Я", СЈАЕ 
Р.А, ) 


证 明 ся)", PRO, CF )) [№ Choquet я 
№. в 
和 | Шк; хр,.К,Є о, >И, DEF, ут, 
1 
ЯВА е. 由 命题 2.4 的 2” 我 们 有 
СЯ) = RE х) = “(0,2% )), 


手册 命题 2.5 的 证 明 可 知 ， 对 于 ВЕ (4), 
IBD P(Prois B) ( = РР) 
Е (0,52) x Q, .(2F)) М РЖ. МИ 2.5 ИТ] 
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Ио ADA I Е. ТАТРЕ И ле мм Е 20, 在 
Е A... E Л. СА Н. КАКА» e., 也 就 是 
P(D, <° y> P(D 65) — 8, 





МЖА, ЮП A (00) = (i, (to ye А, 是 紧 集 ， 所 以 
LED, I ПСЛ,. НИ 2.6, D, € Z", МЕ nf r. С.я, fE 
P= р, )= 1, Пт. = D, [0—1 F E Q. C r, 使 
P(O.) = 1. & 
т (1.20, (О, ЕЮ. 
PELC ПСА, НРС, Фос) РОЮ со) - 5.0 = +оо, 
ПНА ГЕЯ т" 如 下 : № 
| Aa = АП (0,35 x {t = со)) 
Ем (2700,00) х >). 
在 前 段 证 明 中 的 中 ， 我 们 取 АЖ A Hee (1/25P(D, I < 
со), ЊТ, ЖХ 
tUm AR, 
НА, 的 定义 可 知 在 {本 ,之 cc} 上 有 rT"'= ос, ВД 
THEOD A Mga 5 Te, 
miL CCU JSA. HIFF 


part" + 1). оо) = Ре" со) + Рр(®, 0с) 


SPEO) +2 Ра, <0) 
= P (rt "J. cs) 
E рр} Ns col), 


现在 我 们 定义 r= Де, PÆ Th gaT TO 090 fü НГЕ] 
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СА. поо, В 


Ро) Ре) + PCDI N {r= oo), 


因此 РОР, ZoNi r= со}) = 0. НГ ICA, МЫС. 
эЛ. 

推论 Ше де (Г0,ооу)у х AE, ВАРНЕ 
ЛЕО) 2220, PAER Ж A.A, WE. 

P(ProjoA,.)2 P(Projo AD — £, (2.5) 
证 明 ikri 4 的 一 个 截 口 ， 则 满足 (2,3),(3,.4)。 定 六 
BCB) = РОГ ЦЕВ) (ВЄО(#)), 

ж оС) J. -- 2 fE A WARME. А Ар АП ТЕ ТЕ 
AZA, ЖА, Е, Н BADIA e, EGD, 

TEKE E. Ук, ЈЕВ O ШЕ a НЕ 
НЫ, ПЕНЫ S RARE ELIN ЇН). 

51782,8 BARRE TEHER O MENR: ДН 
и, (1) 对 递增 极限 封闭， (2) 0, тех; (3) шт, се У 
Несс © Я. Ш АИ СЖ) 
БО ARE ДАЕ ве яж olc, mE. 
ТЕ бе, {Е P(Ds=0,;)= 1. 

证 明 РЖ ВЫ Е “йил” НИ, РТ 
Ша BE galt, В uo ЖГ 有 Co) = (t, але B) xT ТЛ 
闭 ， 从 而 [LDsj] 守 B88。 今 证 第 二 个 结论 ， 为 此 我 们 定义 


й={ст, CEF, =} (ВЕ. 


它 满足 引 理 2.7 的 条 任 , 故 存在 0,E 守 ,使 0,10。 = евз, вир 3, 
Ж БУЙ л: МААП бо, тс р», 
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ЯШ в(ее,), В.Е, tE В„}В. h T q co,c€ . Ш 
Diary = бт, € ив, Го, ‚сеет, тЫ в.е, 
осу) 作为 .了 随机 区 间 的 有 限 并 应 有 Daven EF. TERN 
有 


со копоол» 

PEA Da гие л. ПЕ сод А Б, НИ 
PCDs nur en Са) = 1, 

于 是 4.6,.dP 地 有 


[IS a= М Ов„гпе„, СВ» ito, TTB,, 

ШЖ ЁК PC ГОЛ СВ) =1， 也 就 有 Daae dP. 但 是 按 
PE ту О», 所 以 РЕВ = 1. 

命题 2.95 可 料 蕉 口 定理 А 是 可 料 集 ， 则 对 地 8 二 0 存在 
GEH r, {Е 

[IITA И, Pera aP Projo A) — Е. (2.6) 

证 明令 .天 为 候 体 可 料 了 时。 由 可 和 料 了 时 的 定 艾 和 引 理 2. 知 
.8 满足 引 理 2.8 的 条 件 ， 而 日 r(Y 儿 ) = 到。 由 命题 2.8 的 排 论 及 引 
2,804, 3-Е, ЖЕ ВЕР, Ё ВСА, LL DI IC B, 
mA. 


РОРтојь ВЭ >P Proja А) — Е, 
хао. ЗЕТЕ РЕН ©, Е РС= Пу) =, T 
Л= 10, (ГОЈ В}, 
那么 РОЛ) = 1, РЖ В дн, ВТЕ dR 2. ЗЭ 
Тая (Is) а Јас EF oa 
Ж т= 01, ТАНОО. ЗНЕШ т РЕН. ВЯ РС= D.) =1, 
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Н.С св. ВИНА _ 


Раз) = РОЮ, <0) = P(ProjoBy2>2P(Projos A) - Е, 

Ж БНТ ДЕН, И, АНН яр ГЕНЕ 
JE Ez bk pk ау ВН. 

命题 2.10 1 X ,Y 为 可 料 ( 可 选 ) 过 程 ， 则 下 列 断 言 披 此 等 
Dr: 

1° ХУ Ежа; 

2° ВН ЕН ОН ЗЕЕ т, A РОХ. ЗУ.) = 1) 

3” 对 一 切 使 Х.Г, У.Г «о ПР НЕ СШ т, A 

ECX L сы) ЕСИ, L, <<), (2.7) 


证 明 1°= 3°=> 2°, 41 2°=>1°, WP W B ЖА = 
түс>Ү}, ТОЗ п, EEH т, СТА, 
ПАН. (2,60 зл. Ш г= Р(Рто]рА). Жо 0, ИИ = = r/2, W% 
HEPES ВТЕ C Ра=С> 20, TE E f E 
T ELIT АС ДЕЛЕ ЕҢ х, ле Уз Айя 这 与 假定 3° VRE 
矛盾 。 因 此 必须 有 = 0. 也 就 是 荆 成 立 。 
(m) НТН ЕЕ я 

21382,9 рН, MEER TRER BHR СНЕ ТЕ 
nato), ABE пуп, (о), ЖН Ta = т, „КИЕ Жу ГИН, 

МЕНЯ ”内 为 停 时 取 值 于 [0,co1 ， 我 们 改 用 新 上 距离 сх, р) = 
[e77 -er 作为 [0,c0) 上 砍 氏 距离 的 拓 扩 扩张 ,由 假定 可 预报 
MR r. SE B rr, РАНЕНИЯ о", Y НЕ т.220) 
от т, ЖНА В п, 我 们 可 取 子 列 oss iE 


в.в}. 1\_ 1 
ао.) оне. 


定义 au= отк, ЛЕ Ж 
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я 09?) 


s < A=. 
n=l 


о. ЖА а, RIJA 
par > <Р (асо, ‚у> 1) 


<P (Ù TORGER >) 
n=l 


<> phac eD >n) 


2". 
于 是 


Pideo ,D>0 <P( E [ас ,0>1,)) 


ë =m 


«Удо. 


可 见 5, 和 r。 即 09。 是 预告 7 ЕНУ. Лт z ЖЕГИР, 
命题 2.11 车 (7, 完备 ， 则 (可 料 时 与 CF ГАНЕ 时 
是 一 样 的 。 
证 明 半 4T.6” ?可知 只 需 证 妆 可 料 时 的 可 预报 性 ， 记 、Z 
为 全 体 可 预报 时 。 它 是 格 ， 对 遂 增 极限 封 闲 ， 而 且 0 ,te 
如 果 0 中 ,ti™ 分 别 为 预告 可 预报 时 59,7 АННУ, ЯВАА 
у ОО (Oa (m), / п Е п ВНР, ЫЫ 
бое ар. 
易 见 后 者 是 可 预报 时 ， 同 时 前 者 为 预告 它 的 -个 列 。 册 于 后 者 对 
т 是 尾 定 的 ， 而 且 当 т-»со 时 有 有 极限 c... L 由 引 理 2.9 推 出 
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ciz<z 是 可 预报 时 ， 因 此 .满足 引 理 2.8 的 条 件 。 主 利用 命题 2.1 
{Че = ссе). чит ЖЕНЕ, MAIE), H pim 
2,81 Pr 2 ОВОШЕ ЛН пр, ТЕБ о EA, Шо, ст], 
ПН. 


Р(« „ору P(r= 7 oc) — (1/п), 
Ат, = AOE. Jade z, Y EAE, MA 35 ТЈ ff PCES 
kal 
H=]. ХИ IO, ДД т, EER. RREJH2IPE2.9 


便 得 全 是 可 预报 时 。 х. tr, H. A= torth P TME, 
各 果 6, EHE + EMAI, IA IOF O ME AETA 


1 


А TT 一 
das 十 п Ta 


АС O, mH EHET z, Ат ВЕН pR. 
命题 2.12( 可 料 停 正定 型 |z X A ON TPAR, 190 
ЭТ. ЯВА Ху нр ИН, 
ЕСХ. Ж, DRX. ОИНА “=” y, 
证 明 记 ТЕ ща. Зара ГЕНЫ. 我 们 不 妨 
设 ( 和 是 完备 的 ， 于 是 王 是 可 预报 时 。 设 r. 是 项 告 盖 的 停 时 
列 。 由 引 更 2.1 得 到 .7,: .= Fr. 于 是 


ECX ri | жи 1) = Пар (Хи |F lim, = Жу. 
НЕ {то} Е Я.С Я,:., ПВ ЕТ = ЕСТАЙ. 
出 此 我 们 得 到 


X -liron Жү Feso LEX e | Fi, -To 
= ЕХ. Неро Я +: -) 
= ЕХ. Lren T> AF: _3 
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= БСЖ. rsg] T> N) 
= БОХ, |037,0). 
zhe H X, K (+= 0168.2, -得 到 
ECX; | FT m= E(X Ir. | Жл = Хосон 
加 起 来 我 们 便 得 人 芭 
E(X,|# ,-)Z X, `, 
H Doob ЕЖЕН TA (X. X E FA BEX’ 


Хх ВУ]. TÆ sup ЕХ ЕХ. КНЫН Ху = 
ах, ДОЗЕ Tas X = Ху: -Tuso Хез «о, Ж Xr 
эр ат. 


$2.3 НОЕ ОЖ 
Doob-Meyer 分 解 


Жі Ж ДЫ СУ EREA. 
定义 2.12 (0,.9,Р) М ЭТС РСК 
Жу уст, MEFE Q. c Z, 0,10, mH. 
ЕТ, ©, 


定义 2.15( 条 件 期 望 的 推广 ) FATZ nf их 

БА я МУ, Я 
ЕС = ЕСГ.) (УЛС WE Е| 1 co), 

显然 ЕС 多) 存在 唯 --， 而 且 请 足 通常 条 件 期 望 的 一 些 性 
Ja. 特别 地 ， 志 有 БСГ. | = ЕЕ АП?) (AEF). 

$882.15 (ТЇШЇ ЖЕН НГЕ ВЕ) 设 CF ERMER 族 ， 
多 为 可 测 过 程 ， 而 县 对 于 任意 CF ОН т, ХР ТЯ. 
оар, ЖЕТЕ Е, ах, Ша 

ECX aI це) | Жу.) = Гос 《任意 停 时 т,а.е.4Р), (2,8) 


І 


ХХ X EPERRA РИЦ. ФИЛ Р ЧГ ЕЛИТЕ ТЕ. 

证 明 МЕ Едо. ТОЙОН. АУЕ E, 前 人 先 由 命题 
2.109, АН ХОП ХЕТ, ВАХА. Ж 
ЖХЕЛ. а, Г С, [б {Ж ПЕ, ТОЕ КАР, > 
їз ЛА ЛИЙ К, FIFA X =I, ЕЯ. #8 MEX 
满足 (2.8)。， 三 命题 1.3 证 明 类 仍 地 用 典型 太守 就 推出 ， 对 于 有 有 界 
可 测 的 革 在 在 "多 满足 (2.8),。 W (F VE М AEA. Ж М 
是 命题 条 件 ， 尘 于 任意 取 定 的 停 时 tz， 利用 推广 了 的 菜 件 期 望 的 
音调 收效 定理 ， 我 们 得到 

ECX a Рен Я +) = Па UX Руна. Fa) 

=lim"(X в)...»  а.е.4Р, 


全 YX。 那么 了 = + оса Ж. 事实 上， 如 
果 P(Prejs Ç Y = + as) 0， 那么 由 可 选 蕉 FT 定理 (命题 2.9 的 
{эн жїр {ЕРЕ т, Meia фу + ool, WA Ра 05)20. 
ОЕ {тоз ГУ, = воо, AE Х.Г, ду о Ч {Н 
ЕЯ. МЕ: ут ажай LE. ëE 
= Yiiy<z=y= 
于 是 "满足 (2.8)， ав ХД АЕ, ВАЕ М. 
°X=°(X*)- (X, 
282.15 СТАИ АН їс, AR 
х Ја, MEA F E R ЖЫР т, Хе 基于 
FA oW, ВАЖНЫ, их, ЖЕ НЕЕ 


эу ИН т 
EX alae Fr =*Х, язь a.e dP. (2.9) 


ХАК ХЗ X 的 可 料 投 影 ， 
НЕРВ Ж Х= оа МЕХ = ПАР ›-. КЖ 
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ЗЕ УНЕ в Во. 134. 
ШЕ ЕЕЕ т 
Г Уп, ХН? X (Е. MOCY? = XY; 
3° Y| EL, X FMR X FE, РОХ = +; 
3° X 可 铀 而 此 "半生 加 存在， 出 2 = (Хә. 
推论 1 % 
人 有， 
出 | a 
ШЕН У Я ВЕН ET os OCEL D ЕЯ, D 
EZ a, ЛЕА По (DEEI OSF O Fp АЕ &-- Нч 
推论 2 XET Brown SHR УО Уп, CF. 
证 明 出 定理 1.9 及 推论 1 ШИР, 
例 1 ИМЕН ОН, А 


PECA F asr) = M Ренн (М 为 М 的 正极 限 过 程 。 
Ж. hP EHX АВ, РГЕ НОН т, # 
РЕМ. M. [I lF, = 0. 
显然 Af Pinan f}, А А "OMI рде 
定 兴 2.14 ¿C 0O.,z)x Q, 220 б,сс)) х.ж) F G {ҮЙ Др н 
ВК ХР 0.52) х.ж PUNI EE, 
BD We A. СО, Я Py F БИ А ЕР, ТУ 
казу к(а.) {ВЕ #9, <)х я), (2.10) 
JEA аА 0,220 хоя) ВЕНЕ. ВЕ, НЛ; u ge 
ПЕЧАТ, Я — 90.5 Зи, ДА Н.Е. Т 
We HE о Tit., ИЕ т, = НЕ, Аул, М 
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Ta TISS TA PRE F, 

PECA r. BEBU AN. WE Da =710,т„)). ра. р, о, oo) x О, 
Нон») = EA, п. Я, Жо NRR. RREY м: 
增 过 程 牛 成 的 测度 . | 

514#2,10 и 2200,55) x .随机 测度 , 则 下 面 三 种 说 
法 彼此 等 价 ; 

1° # 是 由 布 连载 过 程 生成 的 ; 

2° 上 在 了 不 足 道 集 生 成 的 0 环 .六 上 上 人 恒 为 0 

3° P'UCAD=a(L0, 1I x А) (A € я», fE АР dP 
CYD. 


在 条 件 成 立 下 ， 对 庶 于 了 的 有 连 增 过 程 是 唯 - M, eme, 
的 在 连续 修正 ， 
ЕЯ МЛ Р ШЕЙ ГОО x A ЕРЖАН, 


因此 2 ”等 价 于 3 °. 
{бәз 由 于 PP CAD)= ЕСА), ТЫ ЧР dP; 此 有 时 还 


ар ' 
有 А, = ір (a,e dP), 
a АР А `: 
3°=>1°, вех ар 5%: РӘ, РЕН, M 
1р". _ 
ФД, = sup Cago MA 


Нат 
~ dpi 
"бя ар ША}. )=1, 


村 是 АРТА. BE ПЕНИЕ. BIE nh АЕ. 


下 而 我 们 局 限于 讨论 右 连 增 过 程 生成 的 才 (r0,se) x 2 BEL 
测度 。 这 时 由 引 理 2.10 可 知 ә А, УЕ. 的 。 但 是 如 


li 


Я: РЕ (ГО, оо) x ЖКТ с КЖ, Ме, Е, Я Ж 
必 瞧 -= 了 了， 而且 也 未 必 能 保持 НВ, 

最 简单 的 情形 是 А, =i. 这 是 连续 而 且 非 随机 情形 ， 易 见 它 
所 № О, ох р ЮЙ ЛЕН „БЫЛИ {ЕР {ЛИН с # H 
的 。 在 第 一 章 中 定义 的 :函数 中 的 Но 积分 | aB 所 确定 的 对 应 
2-- | 8.4B, 就 是 Hilbert НЕГО хо, (0,15 Q) YZ, 
паз ГСО, Я, Ра. 

…- 般 的 右 连 增 过 程 A VERA 上 什么 时 候 能 限制 在 关上 成 为 
с ВАН? 我 们 规定 ж, 与 44 ,等 价 ( 或 4 与 Ао), ИЖ 
”它们 限 在 .有 上 和 相等。 这样 就 把 拿 体 右 连 增 过 程 生成 的 . 罗 (L0,cc7 1 
x FILMED Гн рК, СЕТЕ ЯЕ ТЕ ТН 
& #1” 的 £ “ж”. 

定 区 2.15 я Ейс ARAE ЛП и 在 .史上 的 限制 ， 
则 乏 为 史上 的 Doleans 测度 。 

下面 的 每 -- 个 等 价 类 就 对 应 .上 一 个 测度 ， 我 们 要 区 别 出 哪 
БЕКУ F Doleans 测度 。 为 此 ， 我 们 先 帮 弃 c 有 限 性 的 限 
ml, Ж E # С О,со)) x 多 上 所 有 在 本 是 道 集 上 到 值 为 0 的 普度 ， 
把 这 些 测 询 也 接 前 后 的 办 法 根据 是 否 让 了 上 相等 分 成 等 价 糯 ， 并 
记 羡 所 在 的 等 价 类 为 ,1 СНУ БА ТЕ, ОЖ 
EAE A AELOD x F A R 扩张 :| (road 


(V D€ С 0,20) х 27), E5 u ПЕС, x ж) RRF 
По ЧА ЗЕ - 致 的 ， 我 们 称 它 为 上 В АКЫН. НИНА 
Та Ш ХТ ТЕН, 

定义 2.16 ро x АЖЖ | Ha 
0 ЕЕ: ТОН АРА ЕО ЗЕТ ЗБ e гис 的 可 料 投影 
НИНЕ Gde, н ме Сис, TUDE о ГЕН М. DE 
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(10, 2х, ЯНИЕ. 我们 记 成 #7 (D) = 
Гарди. 它 是 1 的 -个 扩张 。 此 定义 等 价 于 ， 对 于 任意 括 负 
有 界 可 测 过 程 X {Н | "уан = | Xda’, n EEST ЖЕЙ КЕ, ШЕ 


бей, ШИ, ШЛА ТРЕБЕ RZ ЛЕ НИ Е. TES CI, E 过 
程 的 可 料 投影 ， 面 天星 测度 的 可 料 投影 . 它 就 是 LA 中 的 … 个 
RU ПЕ. ГВ {ЕУ О 有 限 性 等 价 于 АЕ (0,200) x >= 
Йо с 有 限 性 ， 我 们 有 兴趣 的 正 是 这 种 情况 ， 所 以 我 们 要 通过 А, 
来 判别 -2 号 的 可 料 投影 的 o ВЕ. 

定义 2.17 ЕД’ 能 由 一 个 可 料 的 右 连 续 增 过 程 АЕ. 
则 我 们 称 А, 为 A ГЕРУ БЕ. WiU УГЕ, AEA 

成 A. 

_ ЗЕЕ A тт, ТЕТЕ А” SEO А 的 0 НА, ШИ 
FA 局 部 可 积 。 及 由 于 #1 是 一 个 可 料 测 度 , 所 以 我 们 先 讨 伦 … 
йл ШЕЙН ЛТД ЖЄ. ДЕЗ al. АНН 

3132,11 02 H A MSAD ос, НЕ: Ж 

BAET., E 

G) с, 为 可 及 时 ， 即 存在 可 料 时 r,， 使 


Ta = Urs. 


GD с АЯА ДВ, ЦЕХУ РЕ ИГ ВИНЫ ТЕН РС т 


Гб = 0 (WL По = го ll S su Hdl A bi ` 


Жгут» JPN ТЖ >, 
证 明 2 
= р занн вое Fa Ba EH 
HHA лс, WAA FER TAA B F se 算 
(7) H. РЕ, И A= СВ. д 27, M 
АГ, = ез зоре 2, ЖА G, 为 可 及 时 ，aue 为 绝 不 可 及 
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时 。 

5182.12 (Яр. X ХДЕ BCT OJA 应 过程， 
BZ, X 为 可 料 的 充分 条 件 为 下 面条 件 问 时 成 立 ; 

D HERC ORAI o, ТЕ ооо РАН 

PIX =X.) = 1; 

2° ХЗНЕЖСЯ ЖЕНЫ r ff: Х.Г, Я... 

《此 两 条 件 也 是 必要 条 件 ， 但 本 节 赂 去 了 .) 

证 明 B NX = (X i ) is 6 (X Ху). 

1° ЕВ : X ZX _ 1 可 表 成 不 交 闫 格 正 的 停 时 图 之 并 
[J ir, ЖЕ, Жо. ОЕ RITET РНЕ 
的 停 时 ть”. ЕТ ЗЕ ЕВ 

хаха] ел. 
в, 


БЕ оз) дЕ А ТА, ЕН nih X. G) - X, 089, 
z (3/n), Apen fr (£ k, pE тубше ге (о). ME EFRA, 
CDR ES ta TTR a CD AET n RER, PAIE туг, (ө) = t. ВПС, o) 
& 右边 集合 ， 现 在 我 们 缆 把 右 迪 集合 中 不 属于 雹 返 集合 的 点 清除 
м. ERR хх ДЕЙДТ ЙН. ТЕД Тож шө © 


k ть ~ А 
Жүл, „= т СЕЛА изза -Eti 


E -s k 
хех = (rT. 
nrk 
BTT ho 重新 赋 以 是 标 ， 就 得 到 所 此 的 和 7,)。 
2° 证明 本 引 理 如 下 ， 由 1” 及 引 理 2.11 得 到 


(Хех C Ultra T 
n 


Жн т! Ж (ж, М, ту 为 绝 不 可 及 时 。 由 假定 1° 推出 
РСТ = + cc) = 1, ВИА Пе уй Яз Е МН ЕЕ, 由 命题 2.7 
证 明 的 最 后 一 段 可 知 它 是 可 料 过 程 ， 因 此 Twi 是 可 料 有 时 。 于 是 
ERRA 105}, № (хех. |] 27032. ANBI. 
及 引 理 2.3 可 知 i 


g. EE(C - 1: 
A (прно) 
кит 


是 可 料 时 ,而 且 {Хех C (360,32. 
于 是 | 

х= X Aue, 1° и икея las n) 
是 可 料 过 程 。 

51382,15 У) ША AGE НЫ Ph. 11 

C: =inf s, АФ, Ĝi =inf çs, A tH 

它们 分 别 是 A ПЕНН ЛЕНЫ, C =С:- С.Е бу. , 
Ci Æ: О, C, СЯ, Е, МА, МАЕ ар R E, 
СС АГЕН, НХ АЕН ЖЕЛИ, E: X я 


жел, [хь а. (2.11) 


证 明 避 , 的 可 料 性 区 命题 2.6 推 论 3.(2.1DD 式 可 用 典型 方法 
ЖЕНЕ X = паа 情形 

命题 2,14 ШС, ) 完 备 ， MI В ОН 

1° р © НТН СЕЕ. š R AE A B 
料 测 度 ); 
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2° u ANER pt ge pe E n r FL E 

3° 中 起 右 连 可 料 增 过 程 产生 的 测度 ， 

证 明 hfi 和 3 引 埋 2.10 推 得 1° 与 2 等 价 ， 邻 证 3"=>2"。 H 
Sán a= и, R A, Ч. 利用? 引 理 2.13 及 命题 32, 13 我 们 有 :对 
FIERAR aM X 有 


Їхав, E (fixaa) =E (|x; г. ds) 
ч Ф . а > 


P _ Р : . 
воль ов | охь 26 


Ü us saa 
к(| хал, ) =| Жар, 
© 


П 


= [xac 
因此 z. = nh, Ни, 可 料 。 最 后 证 明 2°->З°, 首先 我 们 易 验 证 ;: 
xE FER ЛЕ, гаас В ЕОР 1097 Ia ra E FE ДЕ ФЕВР Е 


者 有 相同 的 均值 ， 因 此 由 命题 2.10 推 得 
ауа) = “(ЕЧ 01 to tir), 


于 起 对 于 可 料 负 度 wa ЧЕ А ӨГ ЕХ Ж 
[Хаа, = [Хас -| Хал, = [edn 
= [°Х4саңу= f° хаи, 


He x 为 上 而 的 Тал, 那么 


ЕСА) = [Гага нн» [анод 


=| "(EG | Ге daS ЕКА: ЕСА, >) 
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= (ECA  YE(T Я: 

= ЕОЕСА,|.# Fae 
ШЫ РСА, = ECA; #,))=}, [Ж А, F Oi bz м. ТЕШ 
ВЯ А, REGIR 2.12 ЖИ. ко 为 绝 不 可 МЫ. 35 Z W BL 
"(оо = 0, д: 


EAs = Аз.) = Рет... уана = 0. 
所 以 РСА тА gs co = 0. НИ, ITERASI, K а 
ЕРЕ, Ас ЕСА Я. Г, ес ТЕТЕ Ж "ГЕНИ RI EEG ЯШЕ] H) 
ВАН, НЕНИЯ 2.10 ЖЕ PCI Tos.) SIEG al Я о, 029 
ЧИГ ШЕПН Ж El Hb {Т 
ЕСА. Га) = кт 


= | EC， Уон, 


= ЕСА, ЕС.) 
= EU ЕСА |.F ,2). 


ТЕД А; SELCA |Z: EF。 52.1 ФА. 
人 ， 这 样 就 知道 А, 满足 引 理 2.12 条 件 ; 所 以 А, 是 可 料 过 程 。 

命题 2.15 АЕ ЕҢ ЧОРТ А, TETEHI ER МИА, 
是 局 部 可 积 的 ， 邯 A KE Zo Wo 可 积 ， 而 且 存 在 停 时 列 rn 
со, fE ECA, T 402 оо, 

证 明 必要 性 ， 令 Oasi Aant, ФП О.Е HH. 

ЕСА = HA {OF x Qn) = ВАСО x On) 
= БСА), 
所 以 A X Е дот TERREA А, ARETE hik E, 
khit 440=0， 邻 6, = а, А, елу реН. 全 此 在 
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ТЕЁ об. Вт, FO, (К-ж), ПЕТЬ = опа 那么 
r ИД А, зп. В А, 局 部 可 积 . 现在 我 们 有 
ЕСА, - Аъ = PATa] D = ВАСКО, т.110) 
= БОА, - Ау) 200, 
Нр A: 是 局 部 可 积 的 。 
充分 性 ， 设 A, 局 部 可 积 。 我 们 只 需 证 明 „| „д = Яр ВАЙ, 

因为 出 на 的 5 ЖК Өр Н ИК Н о 有限 性 .由 命题 2. 8 
知道 BA Ен ЖЛЕ «ГРЕЧ А. 为 了 证 H tala Ж 
有 限 的 ;我 们 不 妨 设 4o= 0, w, ATIR ta t ll EA, 700 
我 们 有 АСО, Е D = БА, со іН alo А с у Ау. 

1 НИЕ НГ УНЫ БОЙ АЁ = Д,, RANEA А, 的 W З 
НИР А. ЖОЖ БЕН, ИЯ. д ИЕН 
# AE Ro “ap”, “nH? R “H, aped FR” 
Бк Л) GE M Ш R” A В Saaba RE” gk “ҖЕП pf # 
ФЕС Ао = 0, HAER тоо, WE КА, 00). ША 
知道 4- АР ЛМ. 

222 ATEZ е, aE R IM Pra НЕХ LARE E 9 
Г LLE СНОВ f ВУ ЕВЕ, BEAN aM 
Ж Е Е 225) ;命题 2,14 K 2.15 Е. АЕРУ, № 
A-A ВВ. R2, ДВ Ва 过 程 使 А-В 
ЩИ, Mét 

АЁ = В. 
命题 2.16 л DRMR OLE, MM 


г их, | Ф.А, ВИЕ, ВА 


ПЕ Р t 
(| Фал) = | Фа AP, (2.12) 
Ла К 


2” 设 了 是 停 时 ， 出 对 于 停 北 过 程 47 = A... 有 
人 (2.138) 
3° тен ЕН, МЕ т “ 预 停 这 程 ? 
А* E АГ, А, Гик, 
(А'7)Р=(АР)"'7., (2.14) 


证 明 只 须 假 定 4 是 递增 的 且 Ф250. 这 时 对 于 任意 非 负 有 
FRA., RFE 


= P == P 
Pea у»= [Xaaa] ЧИ ы) 


Е E| О хэ,Ф,4А, Е | PXE) dh, 


-| РХФЧн. = | X bdu P 


Е |, (Хф),4А?Ё 
U 


= [Хан оларг 


#19 2.12), 

Фф = 1м, Ë Ло, 我 们 分 别 得 天 (2.13) 及 (2.14). 

定义 2,18 ИНАЯ АЕ PE 4， 称 为 可 和 CF) 
增 过 程 ， 如 果 对 于 УЕ EA соз ГВС) 增 过 程 
《或 简称 Meyer 过 程 )， 如 果 EA. с. 

51382.14 JE A, ЖОЖ ЫНС 1) 增 过 程 。 对 十 рр, 
记 | 
2p(4)= |, ФИЛЕ, НЯ УТ, Е [ФРА <o], 
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орд е, ФЛ, АУТ, 


P| ip ?aA әс) = 1}. 
在 Z, (A), "САН а ж Ж ЖШ 1:57 1.4 М U[ EH 1.5 № WE 
ИЖ, JE de A dA, H EaR, IEA pA) 是 了 rechet 空 间 ， 
СА B E ЕЛЕ ВЕНУ). ПН УФЕ 
FPA BETETE Ф, iE id- Plapar #0. № 
在 СА, НЯ УРСА Zo ИА) 距离 下 之 完 
б). ХНТ рес А) Л о, ДАР] ОЖ 


эф, Е — Ф] иэс, „=й. РВ, ZECO 的 元 都 有 订 料 修 
Ш. 


MH л, КЕНИЯ ЕР, ЩО о іа 
200 = (Ф, b EC O 可 料 过 程 ， 及 对 УТ, 


т 
F| Ф, ! РД, = 55 ; 
Ф 


РСА) = (Ф, PEC уре, H YT, 


T 
P PJA aol- 
[fiel dA 1}, 
mj EER i {а 
证 明 ИГТ. k 1.5, ФЕТ, ЖЫ 


在 于 用 ЗА, {Ж 由。 这 样 , 当 А, 连续 用 为 证 明 虽 的 可 料 修正 的 
存在 性 , (1.9) 应 改 成 


. 1 
Jim-— c ft 
, р . 
(: па: д: 6.24.) Г Ж куе” 
BM) j wE О, П.В ТЕШ, 
0, Е, 


Пир 
Qam 10, Чп, WE A-A 150}, 
д 


А» = fu Pis, | ЧА, = 十 со}. 
而 上 且 这 里 A, 是 零 测 集 。 同 时 (1.100) 变 成 


t m= e 
RAT 7% 
i т 


(UE veal ( (U An JEH а.е.ал, зу). яте it ВЯ 
本 引 理 。 | 
Я Фай, WR g Ет сс, {Күп дт Ф" 
HR. WRA E., Ф BARGAR O ДЕЛУ, WH 
PEFP А) (УрО. 
定义 2,19 ДАЖ O Fb sk I 8k ХЕКЕ MUI 的， 如 
Ж yaco REF рН Я с/т, EA 
EX sa ЕХ,:а; 
ВУ, ТЕМА; ЖП Ж 
ЕСХ, 1, ==) SEX: Г, юх 
—B iW KC уй Бу ОЕ М X, ПЕТ ТЕРЕ BF c os, tE 
X "в REEM ШШ ER X EML ЖЕ, нр — E 
— $t ТЕ WH), 
51342.15 ИС, НА, EFE КЇ Ж! 
《了 14) 增 过 程 ， 则 对 任意 可 料 时 T+ 有 
РСА+1 = Аз Ра) = 1, 
ШЕН Her, 为 预告 了 的 停 时 人 弄 。 因 为 在 1 全 ay 上 
A, a —* Аат А.а» 





所 以 由 A, 的 正则 性 推出 ЕСА, лока) ECAs «Га, ЇН R 
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由 单调 收 误 性 去 迪 应 有 极限 E Anatea) ЕН А, № В: 
使 得 РСА лаек = Ах лаула) 21. 2 a t oo ЇЧ ЮЕ. 

命题 2,17 ОЕ Ле, и ЕН Буй BC O) 
增 过 程 ( 它 等 价 于 存在 ВЕРЯ т] со EER th t IF 古 Meyer ig 
Роу у Е 过程 只 益 :不足 道 过 程 的 充 归 条 件 是 它 是 正则 的 ， 

证 明 ”必要 性 显然 . 今 证 充分 性 。 我 们 不 妨 设 此 过 НА: 是 
有 界 的 ， 因 为 - 般 情况 可 以 内 Asa К, KH 

on=infit, АП), 
是 可 料 上 时， 而 预 停 过 程 Aa = Ага t Ао, оо 是 可 料 

的 。 易 见 它 仍然 是 正则 的 。 骨 则 ， 我 们 指出 利用 俩 工 对 于 韭 负 有 
РМ, ЇЇ 





t Е 
Е | M.dA, = ef 好 。d43 = | rrusssdauae 
< Ü е + 
= ?eM [млл 


Е 
=E| M, А, CV 120). 
vÜ 


现在 我 们 要 用 有 界 鞭 分 区 间 地 近似 4;. 为 此 我 们 用 二 分 密集 
ЖЕ Ea Овен ва, 记 


= EA Ор, ү, O> 
EEG I ТЕЖ. ВОВА РН 

в [iE ada, =E Голена, 
因此 对 于 二 a 我们 有 


| АЗА, -Ef AT dA, (2.15) 
Dp ù 


RIPKEN, Ж са -- 致 地 有 АРА, А 
{ infia, А A DE, 
ов = Fa, AP А, кш 27, 
| а, НАЛ. 

WHF Ai E tk, EEA On ÆC OE h X М ЖА Aa, 
APAs BEA Oaa, 24 НАХ ЖЕ вета Е APA oe b 

一 方面 Ап В, Бр) o, tD oe с. ju 

GQ = о: 3n с, (0) = оба)», 
于 是 Ao, Aolo, t Acta o,e 由 4 的 正则 性 ， BITE БА, = 
EAs РИГА E CA, А, 21а ə 20, 再 由 4: 的 递增 性 就 得 
8]. E ООБА ао а.е. 连续 的 记 在 os 用 边 
并 与 „ЧИЛИ В Е Со). МО e ХС O 
MLL Sa EnC n)a t (1/2%), T 2 Pann), {Н Муро 
E Аван А» = A (n ЖА), 所 以 Арден) Ао ШИЕ © QO, 
L A; осо) а.с.РЖ, МВА „эс Ала.е.аР), 
АЕ, НЕЖИН EA, U EAs, RIM А, ЛП 
ERITA 
Р (зир CAP ~ AD TOP AD — А ite) 
ECAT - As) 
` £ 


男 一 方面 我 们 还 有 (用 附录 定理 9 推论 2) 


ZT ara: 
EAJ = 246 Аар ул, а) 


» 


= 27 {п} l. “вз ыу НО. O) 
之 FLECA! и, цел "> 


i > Е( Ате ү ц, цав) )= БА re 


因此 Р Gup (САХ? - A,) 156) 0. ГАЗ ТЕС Ip, в > 
фа . 
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< 得 到 
ї 
F| CA, А, ВА, =0 (яа), 
9 . 


从 而 有 РСА, = А, уза) = I, ША, 以 概率 为 TI 地 连续 。 

ЖХ2.20 (ж) м 可 测 过 释 X， 称 为 是 (CDL) 类 过 程 ， 
如 果 V ag O Ш, {К.о HER ВЕН с рс 9k ur Hi 
Ез; КСО, СХ Гос IHLE Ot I 0} 为 一 
致 可 积 族 . 

引 理 2.16 1” 摧 必 是 CDL) 类 过 程 ; 一 发 可 积 鞠 必 是 (D) 类 过 
Hs 

2° НЕЕ TA EDOR RE AE E т 
AF(D)28 31 Р: 

3” ся Е ОЖ от; Яя.) 
Не Ева а. (рос, РА. 

证 明 1 № UE HJ. # М дя, Мята. Ш 
Chebyshev Я 255, 24 С-»со 时 


вир PO Mo а [2С su 


Е|Мь»-а1 Е Ма} 
р с чш р =Ü, 


С 
于 是 由 Doob {Ке НИН C| a ЕЕ И 0): 24 С-к совр, 
对 0 一致 地 有 | 

ЕС! Мола Гм а>с ЕС | Ма | se rQ. 


KAERT A ERD. AERD RRO a. 
2 的 证 明 已 包含 在 上 面 ， 
ЗЕҢ. ZFS, ， 我 们 有 
А, = КСА. lF S ECA,| 2.) (а.е.аР), 
因此 不 妨 认 为 4; ВЕК. Е 3° 归结 到 2°, 
定义 2.21 满足 lim X = 0 的 右 连续 丰 负 上 业 称 为 位 势 ， 
#3 ЗА, Ë Meyer В, IA АЛЕН ЕСА. T-A; 
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十 (D? 类 位 势 ， 它 称 为 Meyer 过 程 生 成 的 位 势 ， 记 成 xf， 
证 明 直接 验证 = ПСАЛ.) А, А ЕА М. PE 
H SEA JZ O У =, БОЕ. 
8182.17 ША, ж Meyer ШЙ, À, 是 它 的 可 料 对 偶 投 影 ， 
JA EHE А-А, ГАНЕ Рр РА. 
证 明 SIM A-A = ДСА. 4 唯一 性 显然 。 
定义 2,22 ”如 果 一 个 蒜 同 时 也 是 一 致 可 积 变 差 过 程 ( 指 两 个 
Meyer ФЕЙ), WIB ХК ВО. 
Meyer 过 程 与 其 可 料 对 侦 投 影 的 差 是 - ГАП ЯЕ ҢА, 
命题 2.18 Ся та, W a ADDAR АТР 
是 可 料 Meyer ХЕРЕ АЕ УЗ. 
证 明 Aai 一 下 ， 从 可 料 Meyer ае А. ЈЕДРА Doleans 
WE д1, СА 本 成 的 位 势 之 间 有 关系 : 


| Eac 0_. = 0, 
HaT] D = ЕСА, ~ А.) = Е(хА- Ау (атф. 
所 以 定理 的 证 时 就 归结 十 从 CD) 类 位 势 z, 出 发 ， 定 六 一 个 Dole- 
ans ШИНЕ. < 

ЕЖЕЛИ 0,1 (АЕ, (ет BJ ВЕ BL Ix alt ЗЇ: 
«ТЫН on oath BZ Е, НН. ессе), {ПЛА 
假定 色 中 元 部 兵 有 形式 : 

H=[[0, (Це, тү, (Сыз. 

СФЕ G 65 上 T; ITs Hf ti 上 T0041)， 例如 可 以 到 
to Тт = нт узене = ERTIES иен, ЖП D. 是 指 A 的 初 
im, AAH, Ht 出 不 超过 有 限 荣 随机 线 所 园 成 ， 所 以 Ort WHE 
ИЕ ЖА. ЖУ 
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т 
ЩН) = SEs >, 


Ti 
那么 BUDTE). RURI a E.Z БАЛЕ. 首先 我 们 指出 ， 
R TES He, PEK Eg, EK. IH, ШВ. 

BCK рен (FD — s, 
Е, ЖТА Н = ((g,r (ў оссо ЕЯ Чт). 4 


1 
on (0+3 (оу yt Te г». 


| 于 是 “луш, Тау, 而 且 在 о д1 СС EË т» = т, 因此 
биз а Coyr С, 
ШЕ, в Е, МР 
Ela, ==, AEG TE). 

Hz n BIRK, 使 Ес. «Я Е (Яо — =) s. K, = (Cans En , 
Ж (t PIJ BT ERER. 

现在 我 们 证 明 ú Z @ © п. ВР PON BA). Я 
жашт HEF, АШАР “就 必然 推出 上 CHaY40。 为 此 ， 对 于 
Е7-0 RAR K C в, # К, CHa, H KCK Эсин) E2, 
S L = [l| к, WA A aT (ные, 而 HCL) I> 
ВСН.) e. HERE Lalis, 我 们 {О IEn De „с, 
Г. ((Dr + 923), TE 


(La эг SUÇU DE n 555222 = Ёар, =Ü (п-ьсс), 





Ш nH pd, В д 2 оар DE TARAA RAER 
测度 ， 我们 还 要 证 明 站 是 由 可 料 Meyer i PRERE, П H. z, 就 
ЖЕКО. НАРАА Н ГЕ, BA 

Рерь= + Se) = 1, 
ИҢ Da sc д& P SEE K ША T Fo RIJA 
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Н [0:927 |, C.n «ез» 220). 
但 大 РО: р <=) = +2) = 1, 


иН = Ü, 
ино 
下 的 可 料 投影 #7 Жи. 
显 见 


五 = n, 
HD жр. ХХ я НУ, Ш 2.14 [пл Ж 
可 料 Meyer 过 程 А, 所 生成 的 。 最 后 我 们 有 
EA = ACO) = 6010) = 0. 
所 以 A= 0; ЗЕН РЕВ o, ЕСС, сс) Є, ЗА 


ЕСЕСА-|.Ж„)- А.) = ЕСА. ~ Ap) 
= RFT) = н{ (49,0035) = Ez. 


应 用 命题 2.10 之 2° бра, = ВКЛ. Я-А, Ша, = 24, 
定理 2,1(Doob-Meyer HRO Ярд ЛК. W 
1° АСОТ E МЕ АЛУ ЕЛГЕ 好 与 可 
料 Меуег 过 程 А 的 和 ; 
X=M+A (Ау=0), (2,16) 
2° HERDLA рй X sJ Ш pR Wb M 与 可 料 的 可 积 
CF ba А АУА, 
Х=М-А CA =0. 
证 明 1° НХ, =, ЖО X. E + 
z =EX | FO- X. 
BRECA EA. НМ 2.18 知道 存在 可 料 Meyer 过 程 
А, #=,=24, ШЙ УХ ,=ЕС((Х„-А)| ж) + А, 这 说 明 
Ху Йе КИРЕ. МИ. ХЛ 
ХЕМ АТ М А, 
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J Z, ASAP 一 А? = м? 一 ме? д" НИ еар! т; 2 в. 


Ни: 
ЕСА |597.) - А = 0, 


由 А, ТАЕ НДЕ Ер о Bir. ЕСА. F) - A; = 0, 
再 由 命题 2.15 Н: 2 [ж T A, ЛЕО НЕ a, 有 
HAO с2))) = БА. — EA, = 0. 
XH Л, = 0 in [ГО =0, На Ш мн, ,=0. Н 
此 由 命题 2.14 得 到 д7 = 0. 但 是 А, ЖЖ, ñK 
А; = А? = 0. 

2° # X ФГ Ji РФА, ЯВА Ë {ЕП Е: X... A 

(MOREE FB. H 1°, X.a fr Doob-Meyer 分 和 解 
Хх... = МЇ"! + А, 


同样 地 
X. їп ызы + AO 


出 分解 的 唯一 性 推出 МИЛА, ATDA a 4 
M = М, АРА, Èn). 

ЭМ М, М, А, ЖУРЕ Meyer 过 程 。 МО А {кочен Гу 
解 是 唯一 和 的， 所 以 分 解 是 唯一 的 ，。 | 

定理 2.2 在 定理 2.1 中 的 4: 是 连续 的 ( 指 概率 为 1 地 连续 
Я», 24 НОМ X ЕЙ. 

证 明 AAM ATH, МАХ A, YE И. ЕН 
命题 2.17 个 得 定型 。 - 


$2.4 局 部 平方 可 积 款 的 特征 与 随机 积分 


命题 2.19 АТ MEA: ЗЕЕ + Ж gj8 uJ ER [8121 ЕНЕ 
WHA s EMi- А, М, 
证 明 ”省 连 下 轩 М: МАЕ. МИ М EAEE ODLO ЗЕ С) 
Fj. Ш Doob-Meyer SAE, TETERE 可 料 的 可 积 СЯ 88 LP 
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А, W MI-A С), 
定义 2,23 2.19) А, PAPEI ERMEE 16, 
Мо, СО АКСАР, 
及 车 M NEAL s ИИ 
2 IMENS («М> + <N) 


为 M,N ИЖЕ, УШМ. М>, 
与 定理 2.1 МЕ РЕНЕ ВЗ ИВ i HM, МДЕ В Ат WÉ 
э р Е, Е MN - мМ, МС RR. MERINA 
«м. м>=«М>, <М>=0, НИЧ M = 0, 
ЖУК, М, МНЕНИИ А ОПЕ СМ, АЕС аи) 


随机 过 程 而 不 是 数 ): 
CM ND = <N, М»; 
«ММ, М> = <M № +<МЬ, М>; (2.17) 


对 实数 ALM AND SALM, N>. 
#1 X ЖЮК ЖРЕТ C ОЗ ETE, 
如 果 它 平方 可 积 ， 那么 X C М.Я, НЕ E RHE: 
<Х>, = EX, 
$2 FBFE ЖА 


+ ` t 
фАВ = | pads, 
г . Ü 


《| Фів, | шаб = [ фраз, 
0 0 бї 9 


` 





这 时 | ав 指 过 程 (| аав) 
ШЕВ ЭЦ ЕА, REH 
|A<KM.N> МАМУ, МАМ: › (2.185 
ШАХ, AR Xea Xe 


1:0 
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命题 2,20 (Kunita-Watanabe Ж 2£ K) EM, NEA, 
DEPIM RYE PN), MAFF S W 座 dM, М>, 的 全 
ЗЕЕ (ie Яам, N2| pA 


f 
КС ам, N> | 


«(Г зам» (Гече) (а.е.4РУ)„ (2.19) 


IEA Шо Е, НФ АГЕН Ф, БЫ! 
的 Borel 函数 ， 央 而 对 任何 Leebsgue-Stieltjes 测 诬 均 可 测 .特别 ， 
м 


t 
по = ам, N>] + CM +, 
ü 


FEH vA H dM + Аман, TE, 


oz dM +AN> 
= 
й 
_4<М> 3,1M, N> , ыйсм> 
ар da da “ 


由 Schwarz 不 等 式 得 到 


|9<М, N> |<; = <a> ' I<N> 
i Чи бр Чи 
这 样 ， 我 们 就 有 


[ov msl = [| pv!| M:N? в 
[ost] [0+ #) dn 





<| [өе М да 
Го» б] dji 


= < М> J | «Ч<М> а Н 
(| ав 由 (| w: dp daj. 
所 这 (2.19) 成 立 ， 

命题 2.21 YEME, JẸ tF ECM t, Aa 
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Уся М о, о 及 Yes0 恒 有 ©) 


Mo sa Мела Е NEA 全 


特别 地 ， 
1° мее ， 则 <M?》 连 线 ; 
2° FECA ОО, ШУ СЯ ORATI z, + о laya. 1 
Fo Ш<М>РЕ Е. 
АЛЕ РЕ Е АЕА bk 体 为 1С), ЮТЩ 
l 5, 
证 明 由 定 理 2,2 推 由 <M> 连 续 等 价 于 М? Л Ш. {НН Doob 
Ez Fe BB pd 
EM а нај ЕМ nn 
= ЕГЕГМ ла 十 М2 аха т 2M ra амо ал I a a jj 
= ЕГМ.. п Мода т. 
La 
EE, MIER, 34 HERM. ола Мола. X H М. . Ш 


可 积 性 ， 上 述 条 件 等 价 于 M。 ло Мола. ИИА HE, 1° 
BAR. AE. EOF ORERE, mH Doob 停止 定理 
М.а = ЕСМа| узла) БСМа! Я ода) 
= Мела 《ae.dP)。 
因此 < 好 > 连续 ， 
命题 2.22 Ме“, ТЕТЕ — h ИИ ЛУ TAE СХ 
АУ НГ, АЕ ТЕС Я ÜZ BF О z. K seta.e.dP)， 使 得 对 
ү | Хуа | осо НРС ЕР, іам, {Ё 
МОМ, АСЯ ВИ, 
КАМУ МВ. 
ДС ОРЕН О А оо, МС, ДИ, 
<М>”= = <M n>, (2.20) 
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Ш, MEAs 当日 仅 当 对 Yb ELM co; MEM, H H. 
仅 当 Е<М>, М t fy. 
证 明 ДЖ пет Ме = Мея, > БИА 
«М>, = М" ло, 
定义 
<М>,= DSM R> iF р 100. 
k 
子 是 我 们 有 <M>rn -<М”">:, № 10<2.20), Ш Н (а.е,аР Hb) 
<M7> 与 售 时 询 取 活 无 奖 ,《“M>"" 是 可 料 的 ， 因 此 <《M> 是 可 料 的 。 
唯一 性 由 (2,20)? 保 证 。 
# E<M, < оо, M 
lim ЕМ, = а E<Ag>ieo = E<M>, + 
TER Meo M, (а.в. LD, М МЕ. 反之 显然 ， 
推论 Жм, NEAU, ЖХ 
KM; N> = («М + М> - («М> + МӘ. (2.21) 
那么 
M IN:  <M М ВСЯ ОН. 
АЛЕ Ся ВЕРЯ n t оз (а.е.аР>, 使 
<М,М№>"а= <М°=, № n>, (2.22) 
显然 我 们 有 <AM, М> =<M>， 同 时 
<м>=0, НЫ M= 0. 


MRC. LORI RE. 
Е Е БЕЙ EI EA "ЖАЙ Ла АЕ! OCRE 
Aa 
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命题 2,235 EMEA Ф, УЕ, бо # 


РС sup [M [е9 РСМ рж 2. — (9.23) 
Ü z $ Z Е > 


因此 ， 车 MO， 而 上 用 LM 一 0 (носо), Шан 
一致 地 有 М. | 





ШЕН МУ Doob-Meyer SARAM = M' +<М>, № 
т= іп, «М>, 20}, 
我 们 有 : М’ Евр, m H. 
Pi sup [Ma] 289) 
s= 0 +E] 

«РС sup [Ms - M3|220) + РС sup [M3] >E) 

[+4] nrt! 

APM? 8) + РС вир (МЕ?) 

[0 i] 


z 
«РМ, 28) ЕСМ! зы 


SPEM ay + ВМА. 
РАС. 2. 


ТЕ ХТ Ня. 
《一 》 对 平方 可 积 蒜 的 积分 


E ie ME, TE U| 2.14 A< M> 3& TT xF 
СМУ) ХМ. ПА, ФЕ 2°, ГРЕХ 


t 
k 


= У ФМ Мен). (2.24) 
k 


m 


ik A Fak R SPS elec. ПАТИ. ЕН, 
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Жк, ое, EPY -e le tumi 0. 我 们 定义 
Loam, = (plim Готам,, (2.25) 
其 中 «сена» 指 .Ys 中 的 极限 ， 而 且 [Ме (ЕЛЖ 
HD. 
这 样 定义 的 积分 有 许多 性 质 与 对 Brown 运动 的 Ho 积分 类 


02, ЧЕН, ЛЗ. 
812.18 ФЕЯ, СМ», ЖИТ 


. + £ 
1° f omeen, acf ём у -| ФіЧ<М>,; (2,26) 
[1 Ф t Q 
2° НФ, (М>), МЕ. ЇЇ 
| eacx +N) = [ам + [фам (2.27) 
d Ü б 
3° 车 还 有 EE #,(<М>), М 
- - і 
(| фам, | уам у =f PYM, №. (2.28) 
t © t D 


证 明 1° 的 证 明 。 仿 $1.4 的 证 明 就 得 到 


(| eax y- | 'о'асм› 


Жс Ова. BENUL | ,9za<M> 是 可 和 料 的 , 敢 它 是 特征 。 
2° 的 证 明 。 因为 ФЕ 2Z,C(<M>) 12, (<N>)>, 所 以 
Фе #ь(4М> + <N), 
ФЕ 2, M.D PR pe ar. 3—05 
| ФЕ. («М») (М), 
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WREE, {E 
Ei: i PNET 0 
但 是 
<М+М>=<М> +<М> +2( M, N) 


SCM + «М> + OMI МУ 
Ч9(<М>+<М}>), 
AE ФЕ 2, <М+М>, WA IP- Ф|, м.л,-*0. 于 是 由 
ФОЕ C2.27 EH Ф НАЙ (2.27). 
З°ВШЕ Н. ШУ: xf 
ФЕ FMO ПГ, «М» 


„7 = =, _ ' ， 
《| фам, | paN ) -| PULM, N>, 
[+] Q t 0 
以 及 对 pe ZA<MY)， VEZME 


- - Ñ t 
《| ам, | рам ) -| Gyd<M>。 
9 0 1 ° 


于 是 对 Ф,РЄ 2, KM) #,0<М>), НА 


(| sam + №), | vac +N) 5 = | ovau N> 
Ü Ф Ё ku 
[Йй PN3 ЯН 

. . È 

《| ФАМ, | уам у -| Фрам, N>. 

ü о £ 0 
Н.с, СМУ) П. CCON>), ВИЖ ФФ Є 9 等 式 (2.28) 
JR, _ШФЕ МОЯ РЄ, (СМУ) OU ФО, Те, 


使 
[фт 一 Ф z cm ЦЕ ~ Fie emri 
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用 Kunita-Watanabe 不 等 式 及 《2.18) 就 能 推出 此 时 (2.28) 仍 成 
ау, 
(2) 对 局 部 乎 方 可 积 凌 前 积分 

命题 2,24 对 于 零 初 值 的 (8 ЈАША, РЯ, 
tr; 

1° ХЛ АСЯ.) БЕВ, 

2° хе, 

3° ХАЈКА PL CS 98, MEEO ВУЧЈЕ, t 
со, ЖХ’ DERART OM. 

证 明 РАШ 3°=>2"=1°, 今 证 ] °= 3°, Br 1°, 3 НР 
о, со, ШОХ" (Z OW. + | 

сао ши, [X 125), 


IPATX [ псу), Ta оо, ВИА X "s 2 Е [у k B f ЎР 
(Ся Bh. НЕ. 
БЕУ P Sik М ЕНЕ, 5 M C о itik ЙК 
де АЕ ВА РМ. {Нд М МЕР "МЕГ!" hp, 对 
YLM>) 没 有 对 应 于 引 理 1.6 的 结论 【时 引 理 2.14 的 陈述 )。 
ЖЕДЕ ГИНЕ PB 
ФМ: 加 为 (由 可 料 过 程 ， B. 
ICF ЕНӘ е, № со (а.е.4Р} 
Фа. Е М>»). 
一 般 ， 我 们 只 有 А 
PM TC СМУ), (2.29) 
但 TAMER AAZ YCM) = FP (<M2). 、 
现在 我 们 来 定 交 积分 , W Me rs, фе РАМУ. 
ся ЕЯ та, rx с, ИЯ. 
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МЕ, Plosti (D EPM. 
ТЕТ, та, Ф = Фо,» TE ФЕ GAM ny) 
Ж В. пет 有 


t t 
f prama = р Ф.о, 1 ODAM ла 


= |. bili т САМ, л. = | еам". 
а m m ° 
Ait, REX 
: < t tk) 

[,Фам= таканы a ратама, (2.30) 

由 此 推出 
| oam = "амт, (2.31) 
0 б 


РАБА ИДЕ ЕЗ ЕТАР РЕН г} АЈЫ, 
М Р, ЛОСЯ [БЫЧ БЕЙТ: РКМ»). 
定理 2.5 МЕ“, фе км»), RTE 


1° EMEA”, маме етте, Л. 
ü 


上 sa = 11да 


GUBE ФЕ #„(<‹М>), ЖБД, Elor ИЗО, 
2° AHER ЕТ | 


上 “下 t 
Í ФМ = [era (5)аМ,; (2,32) 
0 Q 


3° 又 车 те («м»), MRCP OA ЗЕЕ Пт, c; To 
及 有 界 =, 随 相 变量 ү,» ЯТ 


Ге елам uf vam raf там, (2.33) 
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证 明 ”与 对 Brown 运动 的 Tto 积分 的 相应 定理 的 证 明 相似 。 
定理 2.4 М, МЕ ж", ФЕМ) ПРМ), 
^м 
则 EZY C<M + N>), WH. 


t Н z 
| фа(м + N) = [Ѓам + | ФАМ. (2.34) 
б Г б 


证 明 由 (2.27? 直 接 推 得 . К А 
定理 2,5 FM, NE Ф, p€ Я (КМ), VE ЯМ), 
Mi] 


. а Е 
(| фам, f рам ) = | Фрам, М. (2.85) 
we 0 D t о 


ЖЕН ”由 (2.28) 及 积分 定义 直接 推 入 。 А 
定理 2.6( 唯 一 性 性 质 ) E ме gp фе see (<M2), Ш 


x = фам 
0 
是 Kunita-Watanahe FFE xF УМЕР? 
<Х,№ = | Ф4«М, N> (2.36) 
0 


ТЕ «17° МЕ. 

所 有 的 ARAKA 11°° ЛЕК Дре", М ФЄ 
ZoCLM》) 时 ,所 有 的 44* Шр ЖЕШ 2.2, о ЕЯ 
аё. 

证 明 2.5, ЕЦЕ ВЕ. E 02.36) 
在 .ge айй. ЖА 

¿X-X,N>=0 (УМЕ. 
JR N = X — X Яя 
‹х-Х>=0, IX-X = 0 
(Же т" ЧЕМ. 
= 方程 (2.36) 是 Kunita-Watanabe 用 来 作为 随机 积分 的 定 
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ХЕ. WEIR ХФ УМОВ: 2}, ИХ 
212.36). 
定理 2.7 12 


x` | 
MEA, Фе яму), М, = | фам, 
ü 
那么 
РА РАЯ 
ФР есм) офу C М»). 
在 条 件 成 立 下 ， 我 们 在 
t t 
[рам = f уФам. (2.37) 


证明 充 要 条 件 由 定义 直接 得 到 ,为 了 证 明 (2.37), 取 YLE 
°, 应 用 定 zH 2. 5, 我 们 有 


(van, ) -| фам, L> 
Ü i 0 


t $ 
=Í wd (f @4<M, L>) 
© 0 


上 . 
= | УФАСМ, L> = | РФ4<М,Е>,, 


根据 定理 2.6， 就 应 有 [2.37)， К 
定理 2.8 МЕ, PEFC, Hü Н. ЕЛ 
CF ЕВР, № co, сох 0, Ш 


由 = ФГ (+ Dorel 
k=0 
HI| 


O ФЕЯ. Е 9, 


к'7Е +11 


t АА 
[гам = рэ У Фм. 03.7 Мо уло). (2.38) 
ko 


车 还 有 M EA ， 那 么 村 多 85CCM>) 沾 任 音 一 个 轨道 连 续 的 
DRI ERBER DERI с, } co， 有 
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Ма, >. (2.38) 


,PM = (p) lim 之 Ф, Е - 
ш 


证 明 ШТ pe 9%, (ошый z, t с, 使 
了 
De Иена 


Е - 
=Ë I. ol кт кали 





ALM) 


于 是 
1 Тр сы 
К Фе.) Сони CS) | dey 50. 
D mtl . 
因此 由 定理 2.3 


£ 
” rt 

‚сюе г] bel oar еалт! aM 
th А 

= (р) Ha Df Фен тыал! M 


= (lime; > 


№ но 


dM 


x lim Piho ят анал а! 


ЭЭ ФЕ о т Ме луд 


Мәе 
= СЭ @,( M, Tg Ë 加 Ма, ima st) 
ЖН, НЕХ 
£ = t 
[вам = > аксаты! of ФИ», ДАМ 


2 
т „1 с) deM >< со, 
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=», нити CCM... ит “к М», тл) 


1' я 
п k 


= УГУ ФМ, 1% -Moyra Га асра! Ct) 
- - 


= (02У) e OM, O, ЕЕ: М. i), 
к 
}ЕП(9.38). 1002.387 2402.380 РКМ з 和 分 的 定 
ХЕ. 
2582.25 (0,9, ,),РУ КТС, Brown 运动 В ЖЕ 
ЙЕ АЛЕ АСС, > ло ЧА у п] а В] ME, Иа. 
(т) Жуз, м-в, КМ S (mco); 
| ^ 
对 于 ФЕ Сме), фе, ИНАЯ 
(1) H Y sai, Рф, 


(CLs) уум, Ж F n жж 
Резир| Ф| >МЭ-*®0 (N-=00); 
(L) Фу! Ж] s НЗС У ТОВА, 而 及 
ѕир вир ‚ Peeri- Ф |Т>в)-=0 (8-0), 


Їз 1|-&„|4А; $13509 
那么 


[Lepas [oa os, 
б ы 0 


证 明 定义 连续 函数 


1 E] [I EN, 
9 (x)=! М+ї-[х|, N= |x S N + 1, 
0, [х| >N +1. 


注意 ， 如 果 令 
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ay=inf{t; |Ф;[>М}, 
那么 бк ECF O, mH 9 3 0х 时 有 
ЭФ = ФУ? а, 582. 
PADEC., RIIE 


Р( | gro GaM р _ [ega 


>) 

<Р(вар [PP] № Фо оао. (#1) 
{ИЕН 

[Гоо 2о,48, —['ф„ав, CN- со), (#2) 

а 

РЕГ, 
ЕАН 09 An 5 таах | И) 0, 
Е 

我 们 作 g СФ) Ф HEALE g (ЕМЕ, 但 是 我 们 
省 去 了 足 标 NY); 


mmi 一 CR (n) 
р = g PAD Pola рау (5). 





H-T(L), PRT n Ня s ERE, A E о,(ФУ"”) 
Ф) 也 是 关于 n 一致 地 对 s 概率 连续 ， 由 有 界 收敛 性 便 得 到 
аир E| ФУ"! gn (ФУ!) 一 PI gn PE) [7—0 


о Ат: уо f 
(Аъг*0?›: 
їй НЕЕ n —#k Hb pk sz. 
LAL), <M Hn AR, МИН РЧ" 的 定义 推出 
t 
E Nis = eg (py) Расм, 
= sup ElB g | PPD- ФО СФ) |? 
[i Ы 
x <MUU> 0 (m=, nR). 
因此 


+ 
| рът) ам _ Го'оьсераму 
9 0 


250 (т-»оо), (#3) 
XLE Ф Нар Рл) Р, НЯ 
t 
Pewag, - [|`Ф.ак(Ф,)4В, — 50 (mco), (*4) 
JE(0*1),0#22),0*3),(*4 ER S а 
[opamp 一 | 94dB,, 
0 Q 


” $2.5 局 部 平方 可 积 著 的 分 解 


Eh, BRIEM, MESRAN. E ETE 数 而 是 
随机 过 程 。 它 是 一 个 随机 过 程 值 的 对 称 “ 双 线性 型 ?， 而 B<M> 
220. PETAH <M MEA 中 定 交 一 种 类 亿 于 正 变 的 概念 ， 
ЕЖЕ НЯ 2 RER”. 

ЖХ2.24 。M，NE.#*， 我 们 称 M 与 N 强 正 交 ， 和 如果 <M， 
N> = 0。 记 成 МИМ. 

引 理 2.19 EM, МЄТ", ШММ, SER амм 


Ся. 
EM, Меж, ШТК ЖАД ОЛ fk H: 26 fr: 
1 МИМ; 


2° MN R (r Ops 
3° үа0, VOF OEH t ЖЕМ, «М, а= 0. 
证 明 第 一 部 分 及 第 二 部 分 中 的 1° 等 价 于 2*, 均 是 Doob- 
Meyer 分 解 的 直接 推论 、 
2°=>3°, № Doob 停止 定理 便 得 
EMrnoNraa = EMF = 0. 
3°=2°. Хе MN. EA HAM OCS OMIE НКА Є 
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Fa SLi, Z 
т=з + дс. 
TI: EARO Е, ТОН. 
ЕСТ АХ: = EX, - ВАХ). 
但 是 由 假定 3”， 
ЕХ, = ЕХ,.л = E(M ль М. =0=Е(М,МӘ = ЕХ. 
ж 
ЕЧ.Х: = EX i -E(Tae X )= ECI AX 2, 
HI X = MN Жем. 
A hE .x# ;的 子 空间 
MAKD (Mi. a: МЕЧ}. 


它 在 内 ЖЕМаМ. PHR Hilbert 空间 。 Ш EM, NEMC), 
而 且 MIN., ЯА АЯТЕ Неге 空间 的 内 积 下 正 交 ( 记 成 
мім). 但 是 强 正 交 毕 赏 不 是 一 种 正 交 性 和 概念， 当然 也 就 谈 不 
上 有 正 交 补 分解 ， 然 而 对 于 .#2C4) 的 某 种 特殊 性 质 的 闭 子 空间 ， 
我 们 可 以 借 功 于 正 交 概 念 ( 即 | 概念) 来 得 到 一 个 “ 强 正 奖 补 ”， 

51122.20 ESTAMA), PE М (аз В Ма 
FF), MRNA: -一 

1° MEA a), МИ 2 M |; ТЯ 

2° ро Е (BH. Ят УМ, УСО 
r, ВН Ме), ВСЕМ By E 2 F 
г?” 也 满足 稳定 条 件 ， 而 且 述 有 | 

IKRE, МН. “ВЕ” 5, 

证 明 1°; HE ВЯ. ehg ЕТЕШ (Л). АПМ 2°, 
那么 мп), МУЖ МЕ 27), WAT ЖЕ МСС) 
ECNa МЧ?) —=0. НР 8 ЕСМ, - МГ’ 0 а). A 


14? 


ERITA Е] М.М: -MRP Са), 但 是 MN 如 在 а 
ВНЕСЯ №, ВТЕ MiNi Е tsza вся. ВМ HN. 

2° ВУ МЕ BT. TEENA t 满足 稳定 条 件 ， ХР МЄ 27 в>0 
ЖЕ т, LLK V MN C 2°, щаз ПРЕ, 我 们 有 м Є 
2°. ШИ ЕМ. Мал. =90. 又 由 

Е Мал Мая ЕМал Мал: + ЕМал: (Ма Мал), 
ЕМ. (Ма — Мах) = Е[ Мал, Е((Ма- Мак) [Я вл.) ]=0 
推出 
EN: Ma = ЕМ Мат = ENoMoarr = 0, 
即 е^ м. DEMETER, MANAL y, BRAN 
єт, Wm 全 + 满足 稳定 条 件 。 于 是 立刻 蕉 出 
PE) = (e) 

最 后 来 证 明 (дб)! 27°, B+ 2,22 EJ 满足 稳定 条 件 ， 
Тао, ся рН, MC МЄЛТ", 我 们 有 MEP, 
NUERA, ВД EM a. N ука = 0. 应 用 引 理 2.19 就 得 到 M IL 
AN， 从 而 有 ZL ЕВЕ 

097) ||. 

@ їх меж... ЖА 


> = {[ ам, Фе PKM) ) 
Ж сауу лаа Е а]. 
定理 2.9 对 于 MC s, ДЕ — HM EA, EM 
具有 分 解 
| M= M° + M, (2.39) 
Hp м= M- M° 满足 Mi g nes, 
Ж M € .&,, MALA МЕ, Між. 
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记 
ЕТ, = 
《各 上 意 即 与 人 中 元 素 均 强 正 交 的 元 素 全 体 }， 我 们 分 别称 其 中 的 
TRAA ИЧЕ у "ЇЙ Б ШЕНӘ УНЕ ЛУ АЕ. 

证 明 首先 ， 我 们 设 MC... НЕД Ca) 满足 稳定 条 作 ， 
由 引 理 2,20， 在 Hilbert 空间 的 正 交 分 解 Ка) = (а) ФО, 
Саз) дук Са) С 500), ХМ а-л пъ, 我 
们 就 得 到 分 解 | 

Мала = МР" + ММ" ле Ка), МЁ”Є (а), 
Mika = Мр + Mina, 
HEART ЛЕ É N € .£5(n)(C.4i(n+1)), MEIN ECI) 
£h, РЕЖЕМ" Na =0. E i Mike Lein). 因此 
MI ELAO t. НІЗ ВЕНЕРЕ, RA 
ME SMi» MYS MEIN, 
现在 我 们 定义 | 
RM 
Ш МЕ, МЄ м). 

АЕ МАП. ER ЕН S[ 2.20 УМЕ: 应 该 有 
Ма | Мела MELI ЧЕ п, Мл Мело ВСЯ О, НИ: М? 
N, СЯ, ШИЕ ММ. ЖЕН М: 显然 
M°, M В. 

最 后 ， 我 们 设 M € ZP. ВНС „НЯ z, 1 со, 
EM EAn ЖН БЕНУА МНЯ 

M = му» + М?" МЕ Ф, меж), 
同样 Mt = м! BEBES EMEI AMEY’ 其 中 
МЕН МИЛС. h Hilbert 空间 中 正 交 分 解 (Riesz 
分 解 ) 的 唯一 性 便 有 

RM 
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хун, RE 
М= МР", Ма МЕ" (т, 
TEM EA. ЖЕШ МЕ Ш. МЄ. 51°, 
闭 末 必 存 在 CF ЕВС, оо, f МС, тоос, Ат 
Ал. ЖЖ N ЛЄ (п). ШЖМ = М, EIOD) 


再 应 用 引 理 ?2.20 一 次 恒 得 НТ KIRU ү: 
Ме Ся ЙА. Мой ММ“ сяо ЙА. 也 就 是 NN 由 
和 8。 由 六 的 任意 性 即 得 МЕН 7, 


$2.6 半 款 及 对 半 款 的 随机 积分 


5242.25 ЧЕЛИ КУ) КОА ЖЕ ARAR ВЕ я 
适应 过 程 ， 如 果 在 任意 有 限时 间 区 间 上 ， 它 的 轨道 以 概 订 为 1 地 

引 理 2 ,21 有 限 变 基 (7 ОШЫН АЗГЫ 成 两 个 (了 4) 
增 过 程 之 蘑 ， 而 卫 4 的 全 变 差 过 程 | 184]。(1da4j , 指 А, ВЕ 
的 全 变 差 测 度 )，4 的 离散 部 分 Aq 及 连续 部 分 4"， 均 是 (9 D 
应 的 。 如果 A4 还 是 可 料 的 ， 那 么 | IAAL 及 A 均 为 可 料 的 ， 并 
H A ЭГЕЙ ЛУ РАНЕ. 

证 明 在 绚 理 2.12 证 明 的 第 一 段 中 取 刁 = A, НЕХ r, 如 
| 理 2.12 证 明 中 一 样 。 记 

ЛА, = Аз T Ар. 
ЖА ЛА: СЯ НДР, КИЕ ЛА, С... 6410,1] 
Ф ЕВЕ ЕВЕ У, АФ, H 
43 = УТАА. Гаа Е Я. 


于 是 ASSA,- 4 是 4 的 连续 部 分 ,而 且 也 是 (多 六 适应 的 。( 当 
4 可 料 时 ,由 命题 2.6 推 论 3 可 知 rs 为 可 料 时 ,因而 1[A4v [Геи 
可 料 ，) 此 外 

[,14А4,= DIAA е, ЕЯ 
CHATE, AATED, 


2"-1 


t 
Í [dA°|,= lim У) ТАЁ, A l EF 
° f орту ты z" 
因而 
t і t 
Гал, = [алар + раде, 
ü 9 Ó 
而 且 A= AO At. н 





都 是 (元 要 适应 (相应 地 ， 可 料 增 过 程 )。 于 是 引 理 得 证 . 

引 理 2,22 $ 4i 是 局 部 可 积 右 连续 (7:) 增 过 程 ，AA, = 
А: Ар, MA 

АСАР) = РАА), 

证 明 “ 取 停 时 列 rateo tE Asas, Але, DERZ. H 
命题 2.13 后 例 1 同 样 的 推理 可 得 它 的 可 料 投影 为 As (АР), 
昂 一 方面 由 引 理 2.1 知 道 ， 对 于 任 洛 可 料 时 开 ， 

Qr = (тт, } {т=оо}Є#,_, 
于 是 在 O, Вл, - А? 有 可 料 投影 
4 
因此 А, - АЎ 的 可 料 投影 存在 且 就 是 А-— АЗ, TE: 
РА_- АР=Р(А- АР) ЕРА- AP, 
这 就 推出 我 们 所 要 的 结论 ， . 
命题 2.26( 局 部 鞭 分 解 定理 ) 对 于 任 给 的 6 汪 0， 户 部 很多 可 
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作 如 下 的 分 解 ; 
х-Х,=М+0, _ (2.40) 

其 中 邮 是 零 初 值 局 部 有 界 蒜 ( 即 存在 停 时 列 rsfoc， 使 M “为 有 界 
坝 ( 等 价 于 局 部 有 界 的 局 部 蒜 ))， 日 其 跃 度 AM = M — M НЕ 
不 超过 *， 而 它 是 局 部 可 积 变 益 讨 。 

如 果 半 是 拟 夺 连续 的 ， 即 对 于 任意 停 时 列 onte 恒 有 

X. Гек Х.е css 

那么 MG 也 可 到 成 氢 左 连续 ， 同 时 AM - AG = 0, 

证 明 З] tatoo 使 Хог, 4 

A, = > АХ РГ дхи) a 


šat 


则 它 是 有 限 变 差 的 。 记 
= Аш X, >r DIAA: 12а), 


sat 
我 们 有 
>, ЛА = >, АА, [+ ]Х, оп |, |. 


所 以 А, 是 局 部 可 积 变 著 过 程 ， 因 此 Gr | = A, — J,CA= АРУ} 
ВЕНЕ. © M=X - X. - G, Y=M- À. T EM EE 
А.Н X - X = M +G, 用 命题 2.13 后 面 的 例 1 可 得 ?AM = М, 
НВ (АМ) = 0, 所 以 ?了 CAY)= — РАД). Z — БШ 8 Y = x —- 
Х.-А, АЙЕ ААУ |</2. ВД ЕГ EE EZ BD E S dt: 
出 j(AY?1< esZ2。 因 此 由 引 理 2.22 我 们 得 到 ， = 
ГААТ = ТАСА? = РАД | = (АУ. 
从 而 有 
|АМ|&|АҮ | +AA] e 
再 记 о, = inf |M |> n). #2, 


|M ISIM] 十 [АМ | < пт, 


所 以 对 是 局 部 有 界 的 ， - 

ХЗ ЕЕ, 4 也 是 氢 左 连续 的 . БИЕ А AS F| СЕ X 
2.19)。 记 与 4 相差 一 个 局 部 蒜 , 所 以 存在 停 时 列 rsfco(a.e.dP)， 
使 4“ 是 正则 的 ， 由 命题 2.17 可 知 А * 连续， 于 是 4 也 连续 . 
Алп G ЫМ ИЙЛЕ Ж, БШ 

АСАМ = ЛА(АХ- АА) 
= АХ: Тахь?) ` АХ ахь) 0. 

# ”分解 方式 并 不 唯一 。 

定义 2,26 Яп ЛИС VE Ку pk pa X ЖКО.» О, Яп 
Ж Xi 对 яо с, ШН X-X, ЧАТЕ М + А; 

Х-Х,=М+А, 


其 中 MM 是 零 初 值 (FF,) 局 部 款 ， ШАХ 极 的 ) 有 Baz 
(ЖЕ КЛЕЙ. ЖҮРЕ М, A, ИХ ЕВЕ, 

注 1 上 由 命题 2.26 可 为 !; НОР. ЖАЙ Б, 
MM 可 以 要 求 属于 12°, 

I: ПОЖАЛЕЛ, ИЕН 
№. SREATH- - 般 不 能 用 局 部 化 方法 归结 为 可 积 变 差 这 程 ， 
HORREA a АГАЕ Ж. BE, У ДВАТА ЕЈ 
Jy RT £ E 差 的 (因此 存在 可 料 对 偶 投 影 )。 事 实 上 ， 对 于 这 样 的 
过 程 M， 出 命题 2.26 存在 分 解 M I+ 对 "+G， 甚 中心 局 部 可 积 变 
Ж, м' 是 Юй BA ЗЕЙ ААРА, 这 里 它 也 应 是 有 限 变 益 的 。 于 是 
ТЕЛЕ ом ДҮ. № 


о ет inffi, Г ам’ |an 路 


E|” |ам'|,<Е([^ |4м'|,+}м®,<м%,.1) 
a Q 


那么 
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сап + вир] M," [s 
因此 М” МЕ ЕГ НДЕ, Аим Әй ИЛЕ ЭТ. 

81382.25 МЕН: 1 ЖЇН РНЕ o $t bk ИЕ SE 
ЕН, CRAME ДҮН Їй В CBD yE 65 ЕИ Р) 
分 解 是 唯一 的 )。 | 

证 明 %Х=хХ,+М’+А’\Х,+М+А, Ж h М,М'Є 
A, AA АЛАЛЕК. Б L= M' - M = A= А' RARE 
ЗН. НИЕ ER 2.14CH НК CHE 
ВУ АНУ пра L= L OTAI RRR. MERTEBE LER 
可 积 的 有 限 变 益 过 程 。 那 么 对 于 仔 章 停 时 *， 我 们 必 有 ， 


вем. = Е(] N.a.) сузем). 
事实 上 ， 由 于 我 们 可 用 N REN, MATH r= col 这样 
ЕСМ.) = a NdL= E| Na 


=E Г (А. dL, = El NsaL,. 


这 就 得 到 了 上 面 的 等 式 ， 我 们 采用 引 理 2.19 的 证 切中 所 用 的 挫 理 
Е 


хам Гали, 
17 


但 是 | Na жй. ВЕН БИГЫЙ РГ, NL BER. 
Е Le w, МУМЕ.#%'°°, ТАГ ТЕ тоо 
(а, е. dP), fE L, N "Е ЕЖ, Тод N YL “ЖЮ, M 
Гав. SIRLOIN. ENEY 可 以 任意 地 取 ， 
ВЕЛ #1°°, {бф ДЕ ПЕН L = 0。 这 样 我 们 就 存 
MS M° = L° = 0, 


引 理 2.24 设 ME .Age*， 而 且 M 还 是 有 限 变 差 的 。 设 它 的 
全 变 差 过 程 为 ML、 叉车 Фе 219% мү AZM) WI 


Г ам = op) | ам, (2.41) 
fi] о 


其 中 CD)| фам 是 指 按 就 道 的 Lebesgae-Stietjses 和 和 分 。 
证 明 НА, Ж b Ж, BB 2 ec „(МЇ +<М>), ШИ. 
ТЕЛЕ ФЕ Sy 使 
[Фф — Фе nm + м) 70. 


A | et 一 Ф|. емо м” 一 Ф| tn y = 0. REXA 


|. ФАМ = o) ‘вам. 
Ü 0 
£ n— o 妈 得 (2.41)。 

ER, Фе мрпе. см», ВАТ P= ФИ. 
TESTA m В" -le ами, IPP- Ele, 560, 
由 前 段 证 明 可 知 对 ФОО. ADR. А nco ЩС2.41)%] Ф Ae 
成 立 。 

жа, ХЕ ФЕ МОП Se (<M>), Яр 
ЖИЫ #1J тт too, 使 

Фо € МР, Ф з СМУ). 
А ть = ту Ат}, @ = ФГ, 那么 
Фе СМ O ZM), 
я В. а -= P| лос yi П Ф| os oO 由 前 段 证 明 
(2.40 ФО” kar, Ян ЖЕН (2.415 ФЕ. 

ЗЕЕ ФЕ МЯ D: хася р Ш. X = X, +M +A, 

Kik ФЕ АГ ZY CM, НЕХ 


t Ё + 
[, Фах = | фам + [ Фал, (2,42) 
Кен ШЕЕ ЭКЕУ мин, меж: 1). 

由 引 理 2.24 可 知 ， 按 人 2.42? 定 义 的 积分 不 依赖 于 并 的 分 解 方 
式 ， 

BJ ”局 部 有 界 的 LF 适应 过 积 玫 ( 妇 存 在 停 时 rt,?20(a.e.dP)， 
ЭГЕ п ЕЕ, Phos n 是 有 界 过 程 ) 对 于 任意 半 革 都 可 积 。 特 
ЭЧ НЕ, АЕ КУЕ Ён н л ЖНА ЖЕЛ: НЕЕ КУН ЖАПОН. 

ЖУ E, ЖФ ЧЕЛИ ЕУ Н a Eh ВА 

туш, |in} - 
为 可 料 时 ， 因 此 存在 售 时 列 „вст ПО т. ИО, 
那么 就 有 ! "| =n, НФ НН. 

命题 2,27 М, Ф 是 局 部 有 界 的 可 料 过 程 ， 那 么 
{`Ф.ам, шен, 

证 明 HEERE, ТЕРИМЕ M +А EPM Ее", 
АНЯ ОЕ. [ме 6Ye。 另 一 方面 由 
定义 2.26 后 面 的 注 2 可 人知 A 是 局 部 可 积 和 的 ， 因 为 它 是 馈 部 对 ， 上 站 
命题 2.15 后 的 注 2， 可 见 0 是 它 的 可 料 对 个 投影 。 出 于 更 局 部 有 
界 易 见 | $s44, 也 是 局 部 可 积 的 ， 由 (2,12) 我 们 得 到 


(Гови) -ono 


因此 | wd4 也 是 局 部 和 
命题 2.28 MARC I БЮ, t ECZ On EE, ММ, 
Г. RT F Жо м, 而且 共 推广 的 数学 期 望 有 公式 
ЕСМ.) = M, Leao PMM Мо му), 
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同时 ASAM lire 是 局 部 Нее 
Гое рам, 


证 明 т. 为 停 МУ], E т„1со(а.е.аРу,НМ"" 为 一 致 可 
积 默 。 用 可 料 停止 定理 (命题 2.120 我 们 有 : 


ЕСМ) = М!" Тисы, 
А О. = {ESTU со), Я 20.6.7, ВН О.Т. 而 且 
МТТ, ВВА, BE М.Г, Я... 可 积 ， 间 时 
1  EdM, I, \ е) = М. Гусь 
按 可 料 投 影 的 定 交 就 是 | 
| PM= М. (М,-=Мо. 
М. ASM 三 (M+ 一 Mw НЕА А) ЖН 8 ЛУ 
《8 4) 过 程 ， 它 生成 的 符号 测度 z =н a, n u 
ваз (Сто, IDSE (| М, |1» <=Го, <9, 
也 就 是 可 料 集 [Lr]J* ОСЕ, 27 4 0,00) хо, 而且 
B a CL Ето, = ЕС, D<. 
这 说 明 & 0 限制 在 可 料 о 代数 上 是 0 有 ЖА, НЯ 2.14 
及 2.16 可 知 4 局 部 可 积 卫 对 个 可 料 投 影 4? 存在 ,再 由 引 理 2.22 得 
САМ.) = (АА)? = ЁСА А) = РАМ, Тиз) = 0. 
КИЕ AM Iurren Ж ДЕ. 
定义 2,27 半 拷 X 称 为 特殊 半 鞠 ， 如 果 存 在 一 组 分 解 
Х-Х=М+А, | 
КМ, АБН ЕЕ. | 
Е МБ, Ш MIEL RRR ED, Heh 
Mi= эрма. = 
.证明 М-Н, ME PEM IA Doob 不 АЯ 
得 MYCL, ЖМК, 财 只 要 用 一 般 局 部 化 方法 恒 得 结论 。 
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命题 2.29 下 列 断 言 徙 此 等 价 ; 

1° ХА, 

2° ХАРЕ УКХ +М+АМАВНН, АЕ 
部 可 积 的 

3° ХЕ ЕН HDR КМА, 使 4 是 可 料 的 ; 

4° X*(Xt= зир | 于: 是 局 部 可 积 的 增 过 Pë, 

条 件 成 立时 3" 中 的 分 解 式 唯一 , 称 其 为 特殊 半 蒜 的 标准 分 解 。 

ШЕВА 2°=>1° 00 98. 1°=>3°. НУВ А НУЖЕН Е 
影 4， 它 就 是 3" 中 的 可 和 料 有 限 变 莽 过 程 。 注 滁 到 3* 中 的 分 解 式 中 

‚ 的 可 料 有 限 变 葵 过 程 反 过 来 也 几 居 А, НУ, RA AAD h 
УХ =Х+М+Я=ЕХ, + M +А', MANSA- АНИ 
ЖЕ НЕ. тА. авир М = М? = NO, НИМ 
的 。 利 用 引 理 2,23 便 得 N= 0， 所 以 3* 中 的 分 解 是 唯一 的 ， 

3°=>4°, 及 可 料 则 由 命题 3.14 太 2.15 可 知 妥 局 部 可 积 ， 即 共 
全 变 差 | 1441: 为 局 部 可 积 , 它 等 价 于 АТ suplA,| 局 部 可 积 ， 
ТА X*sC M* + А* 也 局 部 可 积 。 

4°=®>]°. XK* 局 部 可 程 ， 于 是 АЖ + M* 局 部 可 积 。 便 得 
1°, - 

命题 2,30 1° WRR ER ЛЕ СГ, ШАКЕН ЭИ ç, roo 
(a.e. dP), 内 EXTERE, WA: X АЕРЫ; 

2° Ex ЗМ YA НИНА СЫП ТЕТЕ Ит} эз (а.е, 
аР), 使 X iie, Yor, хам; 

3° ВАЕ ЕЕ, 

证 明 1° EX REDRA Xat Me АСО, AW 为 可 
ЖЕРЕ Ай ЕЛЕЕ. МАА, НЕЕ О: ВЕ, ВИ 
MA = М, АБО = А, РАНИЯ И ВАМ 
МУЖА, Меде, = М, Аля, = А. ХЕ X = 
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Xo+ M + A 人 恒 是 满 下 命题 2.29 中 3 的 一 组 分 解 ， 
记号 х= ХО, о) o жни н] A Ia. Ийт 


SOO (х) хушу + улу ү 
证 2"。 记 ° ° 
Х'/'=Х-5(АХ + Ги?) (AX=X- X2), 
了 
《因为 蕊 右 连 左权 ， 所 以 在 00, 昌 上 上 只 有 有 限 个 8 使 上 AXs| >1.) 
TRARIA Хан = Y [or he 因此 我 们 不妨 假定 
]АХ|,|АҮ'"! 1. овен: (tm OF 的 含义 类 
” 似 于 命题 2.29)， 那 么 了 中富 m+ 1 所 以 Yo" 局 部 可 积 ， 从 而 
由 命题 2.29 可 知 Y‘" ЖЕЙ. TE 
和 
ЕВА. BI EEX ERARE. ЭН, ХЕ 特 
ЖОЁМ, ИХ = X" + S(AX + I ¿axis Е, 
3" 是 2* 的 推论 。 | 
推论 ”命题 中 的 “rsfso” 可 改 为 较 弱 的 条 化“sup r, = оо”, 
证 明 ЕХ 2s Ха Х "8 - (X '1)'2, ЩХ"я ЖА 
с БЕ Е МО, АУ Хау СУТ» 45 ДЕЗЕ АСЕКЕ 
ERR), ТТА Н тал En КЖ. 
命题 2.51 1° БЮ. ГЕНИИ; 
2° XERRA, Sq HR. MM X хо ЕЕ, 
证 明 1° x Ж ЕЙ, r ;==nAinfít, [Xi >n ТЖ 
X” БЕВ, MAEX =>, ВЕН 
ао р 
24 п МЕН, EX al Я РЕЯ, ПХ: НН, 


НХ "рә Е. h Doob-Meyersy ИЕ. 
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理由 命题 2.30 便 得 和 是 特殊 半 黑 。 
2° @= ДӘ” H 1° Б 2.3027 1° 19. оиу”: 设 
X ЖИ М 2.29 中 3° ПЖ X T M + A, HASA A, ЖФ 
А АРС OTR, КАЮ АРА. 于 是 
Х=Хұ+(М- Ау - СА), 
其 中 M - As 5 — А, ВЕБЕ, 


$2.7 EA FRN lto 公式 与 随机 微 积分 计算 


连续 半 款 是 to 过 Ра 的 直接 推广 ， 它 对 较 光 请 的 函数 作 复合 
具有 封闭 性 ， | 

定理 2.10 РОШ, Fir Fy 连续 ，X 是 一 连续 半 
#k, G 是 连续 的 有 限 变 获 (天 虽 适应 过 程 。 那 A РОК, СВАЕ 
ЖОЛА, МН. 

FX Gí) -FX G0) 


і 上 
= |, FX GAX s + | EX GDM, 


上 
-Í FOX,, GaG,. 
б 
写成 微分 的 形式 就 是 


АРХ, G) = РАХ + I 


p Fi (QX. FydG, (2.43) 


Хә) = d<M>，M 足 区 的 连续 局 部 靳 部 分 。 
证 明 与 定理 1.3 的 证 明 完 侈 类 僻 ， 只 须 分 别 用 М,,<М», 
Дека] А], Я Х,= Xot М, tA Ge ЖА 


J сав, 站 as alas, z 
HI nf. 


定理 2,10" H Р(х, Ха: АЕ: - Жї Ет үт у, Fy, 
160 ` 


ШЕСТ, п, Кету, XY, ОУ АСЯ ОЕК. ХО) 

= Xt) + мо? +A, мо! EAT, 连续 的 有 有 

Ст ,适应 过 程 。 ВА ЕС, МИ, ССВ 
AP XD у хө, GD .„, GY 


= > Е.Х +; r> F a dX ах“ 
о] 
+ >, Ру GP, (9.414 
А | 
其 中 
ахах асмо, му, (2,45) 

ARRIBEM EO, махо, Хх, 

推论 IHEC OEM X,Y,Z, їн 4Х4Үай=0, 

lte 公式 有 次 多 应 及， 以 下 的 1° 一 4*"， 其 证 明 完 全 与 $ 1,8 中 
对 应 的 1 一 4° 的 证 明 - - 样 ， 所 以 我 们 略 去 证 明 . 

" Нав, Я, EIEC, ХУ, ЭР, БУ 

Гл, MA 

FIX DAX = кох O - ЕХ.) — g | ам. 

2° 指 СЕМ. ИХ йя, Ё фа, Х=Х,+М+А, 
«ху ха см>. Ma нада 

(1-а, 
_ „Хо 
Yo=e 

HIME- ЕС ОЖ, ， 

ЫШ, М X = МЕ ЕС! Е, ся, |, ПП, 

要 - е маме ж 
0 


СЪДА ИЧТЕ ТД СЯ МАВ ФЬ, ВТЕ Ся, |: Bh). H: F, 1 


сяо, ми Беч р, эщ Бе? тосоор, 
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ема" PDs te 02 ZTE. 
3” 平 方 变 羔 与 二 次 互 变 落 。 НЕ. 
Х=Х+М*+А*, Y=Y + M+ А", 


我 们 有 
Nal 
LX = (p) Jim >) (AX н)" 
nO 下 


t 
=<M*>; -| (ах)?, 
ù 
N. 1 


LX,Y == (p) lim >); АХ AY це 
Е k Е 


TH kag 
t 
=<M¥, M>; -| CdXdY), 
Жүн =ои к. “<=, Аъ = шахд), 
к 


4” 对 称 积 分 ， MERCE ОХ, Y, НЕ 


-1 И Y e 
Гу. '4Х=-(р) Ню 六 р: АХ» 


"9 кшй 


而 且 (1.63) 一 (1.65) 仍 成 立 
定理 2.11(Brown 运动 的 拷 特 征 ) Жаң (ой pz ph PL 
X=X +M, MEAG, mA 
<M, MD >= gat 
G jad, RE MY= СМ, MUD) WX ECF p) Brown 运动 ， 
WEBA РЕ Ем ЖЕРС) = ей (ЖАТ U RA ца ар 
Cins да) Н По АА, 我们 得 到 


AT ; Ге. 
ех, elaTx, = >| їл Там 
k * 


1 < [! 2 piar 
+5 AR) еї x du, 


T 


ТЖ, HAEA, 
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АТ - 
Сеї^ cx, Xat — Dfa 


一 Е z rt 
= =F iaa eT r X, т AM А | АТ. роди 
k 


但 是 М>, stac, МЫ МЕС, ЕЕ 
取 数 学 期 望 ， 就 有 


АТХ -X 


HTS- РСА 


2ft afix - 
= =] вА Xu Xr du, 
я 


Есе 


这 说 明 EECe ”Xe Xf) 是 积分 方程 
-14° 
УС) - РСА? = “уси 


121+ 
(вази 5-9), 
ys) = PCA) 
在 ts 时 的 解 ， 因 此 


“412 
ід Тех сх) ft-s) 


Есе Г) = PADET + 。 
PEAX ECF Brown 运动 . 

推论 (Levy 特征 性 质 ) Е PE ph РЕ Х ДЕ Brown 运动 ， 当 日 公 
Хех, 

注 有 Яр: 


= B,(0— г. DÆ, FF P БС) ува Brown 运动 。 ji 


жүк О(В,). 


这 时 互 ,(0st1 丰 再 是 ( 关 ,)Brown 运 АИ HU лж АС 
ВОРА, 我们 米 证 明 它 ， 并 求 它 的 分 解 式 ， 
我 们 注意 对 5 I fi: А-В, H m yh r, 


— 


Р ис. - Ba), 
ВШ В, 的 Gauss мы 对 ве I H 


БВ, Ж) = Е‹В,|.#ЖВУ+Е(В,|В,— В, 


ЕВ. +А(В,-В,). 
我 们 确定 常数 А: . 


BB - В,)]) _#-$ 


E(B,- В,)? 1-5* 
另 一 方面 ， 


(ана, ) (ааа) 


t _ 
+ | ЖЛЕ dulB =B, ) 
tR -B 
e (|: ты Ч Ви - B.) 


t 1 Р-н 
|, 1-u" 1 _у%)‹в,-В,› 


В,—В,„) 





ЇЇ 


Ш 


Ї 
| 
— 


=Е(В,-В,)| Z,1, 
因而 
pifia Br- Bu 4, 


ECF a) Causs $, BIYE ЕВ, =0 E 
ЕВ. В: = 


1 Ве? Я, ), Н<В>,=1, Hi Levy 特征 性 质 立 即 扒 出 上 8 是 
(Я, ) Brown 运动 于 是 召 有 分 解 式 
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t _ 
B,= В, :| в. В 4и, 
AME OEM. | 
由 此 ， 我 们 可 以 定义 pap. itaas cr tt B. 并 不 (交角 


适应 ， 因 此 按 原来 的 意义 下 的 По 积分 不 存在 ， Д № # № W 
яр 后 ， 按 半 革 意义 下 的 随机 积分 存在 ， 而 且 
И 


ц 


= P(B,- B.) + ЕЕ Ва) а 


= ВВ, 一 В. 
ух Е HL E Р) ЛЕНЕ ИУ. 
关于 ЕВ,В, 的 计算 ， 我 们 补充 如 下 :， 当 s< Вр 


вв. - + B В, 
ЕВ.В:=Е( В, - | PRT an) 


ЕВ, В 


HAV- — и — e: + Ич 
+f |, (и DD у dvdu, 
ЇН ЖИД Bz J У 


au ("+ Jal туа 
|. Ме |. би 1060-1) Я 
^Ш 
002—1 
sr: dt t 1-и 
J e], ст 


Я ЕВ,В,= s. 

下 面 要 把 Girsanov де НЕГ НЕ. Е K 叙述 一 个 
引 理 ， 

5132.25 EACF, PAR a E RAH, r 为 有 界 


Mi- м, 


СЯ, ПЕ Fr MEMI, пү<е ‚ ШН z: Æ 
Се h. X u rM Er 
РСА) [а= Elz IA) (2.46) 
下 的 期 望 Ёп< оо, IMA 
BALE erd = (та яе). (2.47) 


证 明 iz; AC... ШЛ) Єл. 由 (2.46) Е 
РСА Г) = ЕСГ, еъ? 
= Б (ГА щей? + E Ian < (Я: 一 名 rz) 
= ЕСТ доче, 


Z со, 得 
РСА) = Е(1,=,). 


H Аа, ГЕ 
n= EQz,). (2.48) 
ЭТЕ, 4E Zaar MATES, REIH. 48) 得 到 


ЕСА) SEa, = ELIE, 0| Я snr) 





=, Е 
— | т N 
Ar ); 


这 就 立刻 导出 52.47)?。 
定理 2,12( 革 的 Girsanov 定理 ) 152.25 М Ш Е. 
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умеет ЖУЙ 

= N-<N, M>. (2.49) 
那么 变换 N-— я ся р ж '!°°(.=,. РВ МЕ 
FRETE EH: N — N G = 1,92), f 

<А, Дх =N N> а.е.іР (№а,в,4Р). (2.50) 

这 个 变换 称 为 Cirsanov 变换 ， 而 且 有 具有 反 变 换 

М=М+<м, М>, (2,51) 
Қр мМ=м-<м>. 

此 外 ， 对 УФЕ (СММ 


ш 
(f ean )= f san. (2.52) 
因此 ，Girsanoy № F ТЕ ЖО Е BE E A PO e PEI 671° 
CF p DWA Ар”. 
证 明 由 于 z, EC, (2.465 МОҢЫ, ЛА m ME 
的 下 olmogoroy SE BB А É AF00, F o EWE. 
EAI Ñ epr Р), 为 此 我 们 应 用 Lo 公式 
diz Ý) = хіх + Ndz + dzd X: 
=z#d(N ~ <N, M>) t Ndz + sdMACN- <N, М» 
=2dN + Мая, 
因此 zN EAPO НОЛЕ ЕС) НЯ] т. оо, (E 
ENYEM, РЕНН АВА ЗИ: H eat A 


Ра гих Ё флт | 
EN irral Faar (а рел ) 


工 
ZsATA 
即 Ñs, ECF an РЖ, ТЇ Fd Doob 停止 定理 推出 它 也 是 
Crp ВЕБ Ñ. E ү, РОЛУ Жї. 但 是 它 是 轨道 连续 
№, М ЛЄР). 





CÑ ar „Я зата) = М зла . 
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其 次 ， 我 们 证 明 (2.50): 
«№, № = de N, <А, МАА - №, М>? 
= ЗММ, = №, №. 
最 后 , (2.51) 与 (2.52) 是 (2.50) 的 直接 推论 ， 
жо 间 样 的 变换 与 绑 论 适用 于 堆 初 值 的 连续 半 蒜 ， 只 要 指数 
半生 z, 也 是 热 5 即 与 定理 2.12 同样 的 条 件 ?。 
与 Brown ЖЖ, МЕ #19009), ЖИВЯ 
定理 (ТТ ВИ Nouikov 条 件 ) 如 时 
Eè" Teco, 
则 
m (M)=eM i # # 
在 ОТ ся р. МН, 
Z (Mamei 
在 олет Ся) R RRO, _ 
Dambis-Dubins-Schwarz 定理 存在 某 个 概率 空间 (如 ,7 ， 
(Z. ) 及 (六 Brown 运动 已 ,使 
М.=Вм,. 
这 两 个 定理 的 证 明 与 定理 1.5 及 定理 1.6 ЖШ, НН 
的 攻 要 改动 即 可 . | 
Dambis-Dubins-Schwarz 定理 的 多 维 情 形 是 如 下 的 不 显然 推 
г. 
Knight 定理 i 14 = (М, 6, МЧ Е #°°, НДЕ 
«м, М> = 0 (kz, (2.53) 
那么 存在 一 个 与 对 独立 的 了 维 Brown 运动 了 ,使 得 站 乘积 概率 空 
Ü Log КАТОРА B= (B, te, В) ДЕ Brown 运动 ， 其 中 


ik) 


М», t <М>»› 
В = 
(k) _ 
мМ +В мю, 3 SSM as 
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їй r) М, НЕВЕ, 
T% =inf {tt, «МОУ Ф), 

证 明 АШЫШ BU)... B'O 相 玉 独立 (这 是 不 显然 的 )。 为 此 
ПАШ ШШ: Жуп, VOST Ci, V NM 人 yon， 
А ЕЖУ fx 

fr) Ута дни C1=<k=<çd), 
1-1 
恒 有 
其 中 


> f сдав» +2 f: 01508048, 
SF 
я: = 


首先 ， Я сят 
ме 1) а 
| г, (АМ w= см рам, 

° ЫР о 
因而 
[aan P nacuy ам + [G+ Mya, 
Ü ч ° 
H-FME B Дни, РЯ 
Г 11 (5)45 = [леу oaceae, + Гез сме as, 
„9 ` 0 D 9 
记 E 

4 a 
х,= У) caen, 
к=з 0 | 

Му xet, (9.53) 

d г: Ч гм, 

«Хх»; = >| км ам, = >| ПОТТА 

кта 9 k= 1 0 
由 Ito АЗ т Ге: ВВ. Ш ХУГО, оо 
Ж. Novikov Е, АП Г, МО, 有 RER 0k I, Z R f L 


Rh >. МЕ, EMERE TF: tT. .- 
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pime? IEE ско Заве рува зм tk) ds 
也 是 有 界 鞠 ， 而 且 我 们 有 
Бї = БОЈ.) = Е.Е, 
Knight 定理 得 证 。 
定理 ?2.135(Burkholder-Davis-Cumdy 不 等 式 ) 对 于 pz0， 
存在 正 普通 常数 Cp № С}, EIF УМ. ЛС жү), EA 


(1) CELME ЕСМ SC p ESME. (2,54) 
(2) 对 任意 CF,) 停 时 下 
СЕМ ЕСМ D SC ESM), (2.54) 
其 中 | 


Mi=sup 1м... 
+ RT Ме", ЖХ 
| lim М;, 如 果 lim М, 存 存 ,有 限 ， 
М. = tan tam 
+ со, 其 他 情形 . 
我 们 本 有 | 
РМ. + оо) АМ. = 0, 
КРАЖА. 
ж Е, <М>. AR Х. 2 rasini СМУ >п}. ША, 
¿M n>. 可 积 ， 因 此 由 命题 2.22 推 知 M a 为 ВОЕН. 
TEM 有 意义 。 1ПАЕ{ {<М>„<=} 上 只 要 ?充分 天 就 有 
тъ= оо, АП Ma ХЕ <М>.<200 a.c. dP ВНЕ, 5 — 5 H 
由 连续 局 部 出 的 Dambhis-Dabins-Sehwarz Z 理 ， 存 在 Brown 35 
ЭВ, ëM i= Bu, 可见 在 (<M}。= col 上， 于 -不 会 存在 ,这 
就 证 明了 我 们 的 断 襄 、 闵 而 定 交 在 ae:dP 章光 下 大 合理 的 ， 
由 此 可 知 为 了 证 明定 理 ， 不 妨 假 定 
«М>. 00, M.S (а.в.1Р), 


170 


这 是 因为 在 相反 热情 形 下 ， 定 理 等 式 两 边 均 为 кос, BRR 立 . 
定理 的 证 明 1° Ай МЕЛ. 这 时 MM 一 致 可 积 ， 当然 
М.<оо(а.е.іР), 
情形 1 pz2 时 证 明 Ср 的 存在 性 . 
这 时 候 1x|?E Cz。 用 lte 公式 


1м.1® = Гым, Рава М dM, 
и] 
1 [> Р-1 
+5 ,PP -DIM а<М>,, 


右边 第 一 项 为 一 臻 可 积 园 |,p1M,1?- gM, AM, HE t= сойо IE, 
所 以 期 望 为 0 . 取 期 望 后 再 用 Holder ЛЕХ, ГР 
Ем =-уРФ- DE MEAE 


= 2 рР(р-1)ЁЕССМ%)›?7*<М>) 


< рор DCEG(M1DDP 52 ЕМУ. 093. 
再 结合 Doob 航 值 不 等 式 便 得 
Е Dre( 2) ЕМ? 
Я бза р 
р Р-% 
=(;*-) 4 pip— 1 ЕСМЗ)?) в? (Е<М> М) Ë, 
НИЖНЕМ? 恒 得 到 Cp. 
情形 2  р>4 Ср 的 存在 性 。 
HEEM: BAF. H 
М = ?| mdm, +<м>, 
我 们 得 到 
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Pr? 
+<M> ‚Ру, 


'. t 
МЕР <” (|| 2м.ам, 
Ü 
TA fr fE ар Е 


. _ = |7/® 
х ЕМУ? szap( ЕСМ)? + 中 | M Mí) ) 
1м Ü 





sah EMD” + Е( | macm P“ ) 


ар<ЕСМ*УР + ЕККМР МР) 
ворсом Р + СЕСМОРЕСМ>Р" 1) 
:pf + ух), 
х АХА ЖЛЕ 0, ару КЮЕ, 所 以 不 等 式 的 解 0х 
‚1 
вру. ТН Ср = а," 
ФМУ, ЧЕМ». < оо(а.е.9Р), А 
Ta = 111. СМУ, м, 
АЛЕ 
ESM” nbh CpECCM "в P. 


А n= Ш Ср 的 存在 性 ， 
2” 证 明 一 个 引 理 ， 
3 引 理 ACYor) j ХДЕ СЯ Е 2 过程 ，A 为 连续 
Ся ОНОРЕ, A> ЖАПАШ. АЙЕ ДЕРИН т 恒 有 
EX, SEA, 
ШЕ 


СА .1) P(X >a, А Рус 


ЕСА. ЛЬ) 
AAD (0,6>0)3 


CAD ЖРО, 


2- 
Ех үг 


m 
~] 
[57] 


(4A.1) 的 证 明 4 
g =infíit, Ар, ЕЕ х,а}, 


一 r ` a? 
ТЕТ. М т, 


Ep т Ся ОО. REA 


4 me， 我 们 得 到 
арх? за ЕА,. 


И т=т/ o, RE 


PEX Za, Am TEVI PX ge а) L К Ат» е 


E; Ам) 21 
И СК. ду, 


a ` 
Z т-»оо MECA. D. 
《站 .2) 的 证 明 用 (A.1)。 


ЕСКЕ | Trota)dat = | Рх? ада 
ñ u0 


aj -POX ta, A Ta) + P(A Z a) 1а? 
ә 


af HE AAJ + РСА Ша J да? 


«Г 
<| 12PtA. аә) t l ЕСА Ha sa) |da? 
üL a 


-2FAL+E (af 1 аач) 


- А 


оь 


4 2—4 


орд ч- 9 пд “Я q 
2EAS + БАЗ: TEAR. 

3° p= 2 HF C, ТЕВЕ. 
H: 

Х=(Мм*)?, А=С;<М2>,@й= >. 

用 Yor 引 理 恒 得 
2—9 
С»= Tg (Са). 

4" реа В Ср 的 存在 性 ， 


Ж 
А р 
ХЕС МУ, А= (М), 9= 7° 


Л Yor 引 理 便 得 
| та 
Ср = coth _ 2. 
5° ШМАТ Е, 
= |M] >n). НИНЕ 
СъЪЕ<М>У2 SECM? P СрЕ<МУР2, 
让 пос, НЕ 
CpE<MOP КЕМ S Cp EC MOP, 

这 就 证 明了 (1)， 

用 м" REMETO) 

m ЗМЕЮ, КЛЕЙ: п ЕЕЕ ЕП! Ша 
Ira Bn al, 


52.8 ”连续 半 鞠 的 局 部 时 


. 引 理 2.26 (Fubiai 型 定理 ) Е меж, MAR, 
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СВО) ЕАН, ХФ ОФ М, х) E ЕТ 
数 * BEALE, НА. | 
(Fi) ФЕ, м, хе 2 x (ЮУ), 
(Fa) ДЕ рае 
Ло): ФО), ху | = ск (ан); 


і 
(FO 对 Yi 固定 ， | PAM, 关于 (ovx) ЕЯ, ВА 
[i] 


| o ouae Z “<м>э, 
Е 


fu] ЕГ 
[(„,.Ф.оюясао›)ам. =| (| coim, шах. 
(2, 55) 


证 明 РЕЖЕ О. БИК в.в, T H Q 和 们 相对 
AT Е э: BB fi Ж#Н} Н) Н. FE ЙЕ. 


шк, |, 外 ;CWCdx) 可 料 。 但 是 由 (Fa)， 它 被 


| ， DARKCdEI 
ЕН, 因此 它 ван. Мн 
(Г, в. риа) ам, e з, 
|, R 


arinj (|, eam, уох URTA, ЖЫЙ 
Е ме... А ЕШ Schwarz ж КЫ E 13 
«ионы, ve 


m" Г { 24 š 
еони) ae 





<с{{ (Ге срам, \ аә 
№ ві ы G 5 Ë fa 

4 
= с (el Фооюасм»>, у edo 
= і Г $ 
с? | онак) СТМ) оо 


因此 | DAM, ELAP хаа), 从 而 


t 
Q; (xd M, Jav 
RINJ Oo 


НН ИЖЕ. 又 由 于 | Ф®,ооём, 按 轨 道 地 有 控制 函数 


гир] BGAM., ВЕ 


[0» 


t+h 
Е| limf Ф, (каМ (адк) 
R h-o 


= ВЕ [| FÉ Ф(х)аМ„нь(Чдх), 


і 
于 是 | (сдам, }и(ах› жирей.) шш, A 
ДЕЕ ВХ пах) Й ТИЗЕ. НЕ ss ЧАЕЯ, Ж 


Е [1], (Ге. соам, pa» | 
= | Е, Ф.соам, aca) = 0, 
waf (econ, uco сз оь. TE 
R 20 


i dM пед Y 
E{| | Ф.соам ника) 


i fofa E (|. х)Ф„с34‹М>„ Jadea Cy) 
«(| A Ouan] вом, <o, 


因此 | [самаса Ж, ЖУМЕМЖЬАЕЯ,, 
sxt, RITE 


Е [(м.| „|,Ф,оюамуисх) 

м. | „еам nae )ra] 

Е [14| (Ге, сдам, см. оса] 
Тенди уно авы 
= fpa E [af P. сдам, му, иса) 
= E [raf (|е. cucas) JM >] 
Ereann), 

-|p onanan Y). 


所 以 
м. ,0aM.ncds) 
(ff Ф, GOnC0)4M,, Y 
ЦЕ: £ 


ÆT 0 款 。 由 Doob-Meyer 分 解 之 唯一 性 便 得 
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(| Ге сдам аса, м) 


-([ f od dM.,N >. 
ш МЕ, TER, Е Е МЕ. 情形 下 验证 了 
(2.55), 
— 4:9 ме мер, в МС Е рсе, 使 Mne 
E СЕ FE 


fe ‚ФО и‹4х)4М, 
0 R 
£ 
= || Ф,соңах)амув 
о-н 
- Í ‚| Ф.ОО4Мтьисах) . 
Rio u 


= ||. те еоам никах. 
$ по, (02.55). ЗЕЕ. 

2 2 27(Kolmogorov-Censoyy ШЕЕ хел Щ BF. У. 
EC, F, P) LIEF Banach 空间 (看 成 Polish 空间 ) 的 随 视 元 。 
ИЯ ЕЕ Kolmogorov Е: IHE 9х М Га, 01, FEE 
Жа, д.с. рух, х’ Е Гав, ВЯ 

五 ra 一 (2.56) 
那么 存在 了 xz KA ЧЕ” Р, HH 
Ple: [F zsir- Y.|—0, Ax—0( Ух) = I, 
Нух 
РО, = Р) = 1. 

了 :还 可 以 取得 对 x 是 H6lder 连续 的 ， 即 对 任意 正 数 e,6， 

存在 常数 С, СЖ =,5,а,6), HM: 
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ре... [са  ух,х'бе[а,Ь]у;>1-8. 
| (2.57) 
БЕ В Р. 的 “轨道 ?” Exe a РРР Једу” 
以 接近 于 ВОВЕ — k hb at (a/a) Е 阶 Hölder jE H. BEE 
也 概率 为 1 地 (6/9) – Е ВЕ Hölder 连续 ， 

又 如 果 有 一 到 YF 对 同一 个 PC 或 有 一 列 Po 对 间 一 个 了 =)， 
(2.56) 对 n-- 致 成 站 (Ша, В,С 5л), Я 2.02.57) 
С, 1, 5; n Ж. 

. ЗЕЯ ”不妨 设 4=0, 0=1. ЖУ Үш==(Ү„)»<» 41 的 4 折线 近 
Д” ҮС? 如 下 : 
| ҮЕ Үз, 


2% 


уге тава унутр (кал), 
. an 2n 
记 Din = yi) уво, р = ya 
于 是 对 任意 х,х/ € (0,11, Chebyshev KER 及 (2.56) ,我 们 有 
| 








к 
IoP- pejs sup |0" =, 
| vajag- an 
我 们 首先 证 明 ， 对 220 有 
р-р) _ _ 
е Prot leme, (изо. (2.58) 


ж: Б, jr- p2” (2.58) R R la | < 
1/2" 时 我 们 存 





-D 

















р-р | 
[х x” |* = 有 x x |15 хр 
ppo og] 
< эр HAAN 
кухо" 1 +1 _ 7. | 2" 
Kasa 
1 
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2" Ëa |. (2=у*— ЕРА 
因此 (2. 58) 成 立 。 这样 ， 对 rr 二 0, 由 (2.58) 我 们 得 到 
PÒ(IDP- DP >garlx -xt аи) 





(РА y =p’) 
<1- р(з"9,<54, ) 

= p (1. нь) 

seh R lao ы aa) 
нф ыст aleat) 


21: Ë |y ас Y || 
< 














= P ( sup 
-1 


оед 


› 
рӯ 
2" 





注意 到 #-‹т+за#а[# ко, 


对 充分 小 的 正 数 z=， 我 们 取 定 
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于 是 我 们 有 





pP (Ip -DPI ах", Бе) 
22 
ра 
< C t ш, 
92 
因此 
` in} tnt -一 , f.a = 1 
(5р - рее -x D] ai vex) 
о о 22 


_ А в, 
Pp Ve n DP- DPS- Alexe) 
. 22 





C 
= A” <" 
-1_ C2 。 1 
Ад“ w (2.59) 
22% 


因为 4 可 以 取得 任意 大 ， 押 以 
Р(У1от -piz }=1, 


Нарву, 009 = 0 ао, АМ 


P (27 DI H Banach Aif) = L, 


m= р 


现在 我 们 定义 


Р.= Хурх. 
п: 0 


显然 在 -- 切 <= /2" ЕР. =Y。， 于 是 由 (2.59) 推 出 
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о] 


Пел 


А = | Hse 1 
>Р( р-р 17 Dana) 
л=п ü 


а 


та 
z 














Е . —2 1)! 
21- С ща * (1-2 #0207, 
对 于 给 定 的 60， 我 们 取 4 使 
2° 1 
== =ë, 
A 1 
l- отел 
. 
сү 
Вр А = 9{ — Таа Le 
(=) (1-2 z ya 


1 
> С: = А? — gorie 于 是 


РОР Р. 1 Cs- x | "1-8. 
ЖАКШИ T (2.57). МНЕ 1 Hh P 对 x 是 * 轴 道 " 连 续 的 ， 
ПАН У; = 站; 。 几 (2.56) 立 刻 得 到 ， 对 yx 


P(Y, =Y.) = 1. 
引 [ 理 证 毕 。 
我 们 先 给 出 一 个 命题 ， 它 是 定理 了 .3 的 特殊 情形 . 
命题 2.32 ХЕ, ФИФА Я 
(7) 适应 过 程 ， 它 满足 
(р). уз, Фу” — 0; 
(р) ФФ, СУ ny, 
ШИ 
Горах. > 
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ЖТ 一 致 地 成 立 。 
证 明 设 X 对 应 于 引 理 2.23 的 唯一 分 解 为 
Х,=Х„»+ Mit А, 
512. таа МУ ИДЕ Sk E m, АЖ 
[е вА, + om qay, 一 >0 (а.е.аР), 
Ü 0 
再 由 命题 2.233 全 得 命题 ， 
推论 BOSI aur e = t, Aa = margi, E 0 
k 
(п-к со), Ф ХЕС ВОТ РА, И 
(p)lim > Фи Х им, - X нар = Гегах,, 
Ж X ЖЕЙК, М, НИТ. 
证 明 今 
ta = infit, |p| т}, 
Ф = > (Фит ФОР, 123682, 
则 
[ФУУ |2 Уут. 
НЕД a bB ААУ. 
812.28 ШХА A ОМ, Е ДИ, Д 
PXD = Обь | FX ах c= AD 
是 增 过 程 ， 其 中 F. Ж ГЮ УКШ. АШ РОО. 
证 明 取 [s, 颗 的 类 似 命 题 2.32 推 论 中 的 划分 ， 由 EX 是 器 
АЖ, EB Tp АСЯ НЕ ДЕ PI HEHI ВЕР OO AR 
Е) ~ Рх) Босх) (у х), 


和 


г. ET. 
Аз 


ЕХ ив) 一 FOX mai) 2 РОО СХ ил), 一 Хи”. 
对 工 取 和 后 再 让 ms， 利用 命题 2.32 的 推论 及 已 xc) 的 堪 连 续 性 
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恒 得 
FOX: - FOX [куох ах, 
ЖЕ ет - йй зг. 因此 AT 是 增 过 程 ， 
推论 1 令 | 
(М: -а)* (Xo ay" Ги схрах,), 


则 L+ 对 为 增 过 程 ， 而 月 有 Tanaka-Meyer ZV SC X = B ШЕН 
2) Tanaka 公式 》 


' z 
| CX (X = ay" + | РСМ ЧМ + +1 t°. (2.60) 
Јо 


| 2 


上 
СА. - ay = ‹хХ,-а) 一 | Feo dA, + 1 
° 


t 
Жена! = |X,—al + [эвасх,-а›ах, тл, (2.62) 
H © 


这 里 sgn Efa o OD FL... C), 
证 明 注意 F Сх) (ха) 为 止 国 数 。 用 引 理 得 


以 及 LE = 2AF 。 推论 得 证 ， 

推论 2 Плане Оита во 为 .多 CR) x 
нр. рес рок, 

证 明 由 工 ? 的 表达 式 即 得 。 

定义 2.28 Li PRAEH ERX fE a 点 的 局 ИМ. 

推论 3 ад, М 411 as.dP ДИТ: Х, = 
at E. . 

WERA 由 Tanaka-Meyer 公式 (2.62)， 我 们 有 

<X -а>= «ХУ, 
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还 是 由 (2.62) 的 灶 玩 1 多 -al 的 表达 式 ， 用 Its 公式 求 它 的 平方 ， 
(Х,—а)%=(|Х , —a| X° 


t 
= хе ај 2 [1х таах, ака, 
© 


t 

= Сатаан 2[ Xs а Сва, -adX， 
站 
+ Яй) +<хо>, 


"t 
= (Ха-а) +2) (X, -а)ах, +<х>, 
0 


上 
+2| Ix, -alats 
一 方面 ， 对 (XX ,一 4 用 普通 的 Ito ДА, БВЫЖТЕАНЯ 
的 前 三 жи. НИ 
Гох. аја =0 (а.е. dP), 
th х, 的 连续 性 得 
| rasseacs=o (а.в.аР), 
E2, 14 59 iy Ho-Tanaka 公式 ) НХ ХИ СЯ ОЗ 
B, ПРЕМИЮ, WMA FERNAN Е Я 
РОХ = РОК + | Сах, 4 zh 12! (da), 


3 
证 明 ”不妨 谱 居 为 有 界 过 程 ， 因 为 ~ _- 般 情形 可 用 与 定 于 13 
的 证 明 中 第 二 步 的 局 部 化 方法 归结 为 有 界 情形 ,现在 我 们 设 |X ;| 
ZC, Ав 

da= aa F1 (ds). 
ЖС t Sehwarz Ф) и Е, ЕС c,c2 ЕЛЕ 
一 个 线性 函数 ， 因 此 存在 a ,8 使 


F(x)=Qx + B + al. |w a| Русда), (2.64) 
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, 1 
F œar a) 


79 (2.64), (2.82), Fibini 定理 (| 理 2.26) 及 (2.65), 我 们 有 
FCX = aX; TES AX emal Pida) 


Fen =a) Fi (da), (2.65) 


ГЕ 
=аХ+#+ al CIXxo-ai+t| sgn X,- adX, 
1-66] <“ Q 
+ ЕТ) ЕЕ (Ча) 
ТЕ: 
ахах ЕХО | (5 | Sgn(X , - G) 
° [- ese; 
А | вр, 
“Filda) aX, + a)  РЇР\(да) 
Si-cere! 


t ] , 
-Foxo+| F (GX: )dX , + ;| ІГ: (da), 
[+] 


[-с+©] 


EEEE. 
推论 1( 占 位 时 公式 》 at.qP 地 有 ' 


Глоса, = | ауада (үг2-0), (2.68) 
Ü - = 


这 里 fc (ЕЮ), ВУЗЕ. 

МЕНЯ Зи /= F° Н FEC? МНН FOX о Под tj 
Ito-Tanaka A AUER ЗАЯ ЛУ 2 їч (2.66). Я 
此 对 ye САУНИ AK Ar. Eg CRO dE t ta gea НЯ Г 
得 到 (2.66)。 

推论 2 ЕР’ Ш, Шах, = F'(X ° dX ,. 

引 理 2.29 Vy op kX 的 分 解 为 

Х-Х=М+ А, 
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aeae, ADERAREA ERIE. MAHT 
| Mi= |а XDM., 


i 
=} Гоа) (х,)аА,„, 
9 


Ро», М? Са, МЕА = 1, (2.67) 


Piu Аб PCa DR ЕН Же Е = 1, 


(2.68) 
证 明 ”与 证 明定 理 2.14 类 似 ， атыма х] ГВА |< М> 
均 为 有 界 过 程 。 


+ Г>0, И 在 +t 所 个 可 看 成 4 为 参量 的 取 值 于 Banach 

空间 C_0,T2 的 随机 р 我 们 来 验证 它 满足 31 理 2.27 的 Kolmog- 

orov ИЖЕ, BA aB p = ОВИ АЗ 02.54) (2.66), #1] 
Ж: а <р, 


EIM. - |: = Е | ° p 


ОГ] 


+ 74 
| Tiash! CX dM, | 
0 
T 2 
<cE(| Гоа] (х.24<м>.) 
Ü 
5 2 
=сЕ(| Lids) 
2 
А 1 fb ,. Y 
= Ch- a) Е(, _ аренах) 


СО a) (| а. юх) 
С а)? sup(Lr)', 
B-T 82.60) 
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T 
= ?| OX: х) -(Хь-х)* -{ [e a (X САМ, + ал, 
0 
得 到 
ЕР Е ‘бе - - (X, 





+ E(| aC) ам, 
+ E(| rocx dh,) | 


<32 (EIX -xolt E(f 1441.) + вем.) 


因此 (2.56) 型 的 条 件 是 满足 的 ， 由 引 理 2.27 ам" ЧЕХ) СТО, 
тенен a 连续 的 修正 ， 我 代 就 取 这 个 修正 过 程 作 为 
. 这样， 利用 二 元 连 与 单 变 量 连 续 间 的 关系 ， 我 们 有 
Piwo: М рса, і) 58) 
= рі; sup. Motio М*|--0 (Аа-—=0)} 


=Р{о; |Afs+ as 091-0 (Да-®0)} 
= Ро, М° а «з» ЖЕ) = 1. 
这 就 证 明了 《2.67)。 
另 一 方面 ， шн Е 


ќ 
Ät- = lim ү XA = [го аА, 
о 


zta 


由 Tanaka-Meyer 公式 (2.60) 政 (2.67)， 我 们 得 到 

L -L SUAR- ADE of I o (хоаА,, 
ЖІ, 
= lim ШЕ? ЎВА, - |, hanst X dA, = А, 


ха 
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8° = Lt, 
推论 LLY = efr a (XI AK, 


ИНВ ”由 占 有 了 时 公式 (2.66) 
(| a (X ам,) = |! ы Осасму, 


-| ык (KX I dX, 
Q 
- | a yLidx = 0, 


пнд лам, = 0， 因 而 推论 成 立 ， 
定理 2.15 连续 半 贰 万 的 局 部 时 L+ 可 以 取得 请 足 
Ріо: LÈ t MEHAR, E a b R W PRES =L. 
证 明 (H Tanaka-Meyer 23402.60) № 52.299. 
注 о ЮЕ ИИМ Е 11 满足 
Р{о, 14 Ха, ОЕ. 
推论 1 Ех ИЕН 
а l [ _ 
ро, 1% = limt Гласа.) = 1 . 
对 连续 局 部 秽 邓 的 局 部 时 ， 贴 
р, 1% = На Í Маза, (MAM, | = 1. 
ЕО 


证 明 Ех, Hi df А А (2.66> , a.e, dP 地 
有 
1 hann KX, = [шаки е0, 
ёо Ла 
yK H] Y L? 对 а Е. 
推论 2 (Тгопег) (2 Brown 和 运动 8 存在 局 KBI EG), 
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它 是 一 个 依赖 位 置 参 数 ХСС R) ПЕ МС E p ph Pe, М 
(т) Pio, IOG OEA ASO OS 1; 
(1.2) РЕЗЕ ВОД) 了 有 


[ааз = ора, отсода» (а.е.аР); 
Li 


+ 
(La) P fo: t,x) = iim l | аы (9.248 = р) 
# -< f ü 


(Lo 4х) = (B, -х)* — (B, = x° 


Ги квозве aa, oB рр. 
O 


HE3 Ca BABY AS ЛНУ kB PE ЛД) 


17.0) = Lo + 1900,0) (a.e, dP), 
р 0, ЗЕНИТ. Oro). =w. 
证 明 出 Tanaka- Meyer 公式 立 得 ， 


$2.3 Brown 局 部 时 的 Engelbert-Schmidt 零 一 律 


Е, а) 2) Brown jaa Ja He Ih, id P= PE |B,= x), ШИМ, 
Ра, Е Г) = PEU DED. 

命题 2,33 OD YP IE 10а) 0, Р.С), 0 = 0) = 0, 

(2) 已 ,fos {h В, =} ЖИЙДЕ, ве = 1, 

证 明 CDO 29 B, = ОВ Tanaka 公式 为 


9144,0) = |8,1 + |'эвав,ав,, 


An ж iacu = 0, MEG, OSO ёе), ЧН Ф [0,06] 上 


4 
Ів, ЧЕ № | .sgnB,dB, 也 是 一 个 Brown 运动 ， 它 不 管 Ku 各 
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#2}, ТТ ах, ХТА. 
2) I В, =а, М fJ ЖИЕНИ {ЕДЩ гг, “的 有 理 数 
对 +,r’', 恒 有 
P d,a Zie’ ,a)) = 1, 
记 t= inf{t>r, B, =a}. АВЕ 
PCLIO 0) S0) = EP LEO, 0) 0 В.) 
| = E.P (L32320) = P (L32220) = 1. 
于 是 利用 上 节 推 论 3 就 有 
Ру(1%,,2>1%)= 1 (9520). 
取 s=r 一 +r， 我 们 得 到 
ас а) (т +s,ay=!(ó—(r',ay {a.e.dP,), 
一 个 非 负 Borel 函数 f Wk x 出 发 的 足够 多 Brown 运动 局 BB, 
道上 上 的 可 称 性 ， 可 以 推出 了 在 * 附近 的 可 各 性， 这 就 是 
引 理 2.30 ”如 果 存 在 随机 变量 10%) e 
(1) P 0-ти) оо) l; 


(2) Po(| лоз Bryds oo), 
MEE 22-0, 使 ELCGx~e,x+e)。 这 里 了 是 任意 非 t Borel р 
数 ( 以 后 我 们 称 x АГ, 

ЖЕҢ 1/02,а) (0) = (Фа), 由 占 位 时 公式 、 命 2.33 及 
ГЕ ВЕ ГЕТЕ o BE 
Си), О Соу), 
2 Г Ух + aew), awda = W + B,(o))ds<=e, 
ти ° 


ЖИ G, а) {уб L ERTER [60),0)>-0， 我 们 可 找 2, > 
0, Ех — Ва] е 有 Co) ,a Co) 让 6。 这 样 


(б? ә 
сог | f(x + В,(ш))аз = | (x+ (и) уа) (и) 4а 


131 . 


>э5[' fx rajda, 


因此 fe р(х -Е,х+е), 
命题 2. š4(Engelbert—Schmiat 零 一 律 ) ЕЯ Borcl а, 
人 下列 三 个 叙述 彼此 等 价 : 


(2) 《1 的 概率 为 1， 
(3) Г ни, 即 在 任意 紧 集 上 可 了 积 。 
ШЕН (D=. 4” 
= В,=х}, В,=В...,— В, 
Ж В, 也 是 Brown 运动 。 于 是 由 (1 及 
[овоа [U FB yas = | ye + Й,)4, 


了 镁 是 引 理 2.30 条 件 (Kow) = 0), 因此 FE Lee, te), 但 x 可 
任意 有 取 ， 所 以 了 局 部 可 积 ， 
‹3)=>(2). ЖК = Bi (6), В (ет, 其 中 


В... = minB,, В? = maxp,, 
"< 


ах; 


EDAT, 出 引 理 2.28 推 论 3 我 们 有 


| rssoas= 2 f FDE, ауда 


В: 
= 2| Ре, ayda 
жг 


- + 
B, s aspi 


= 2 max reaf Fadda оо, 
K 


L, Оа] А 


N t 1 
- a - 9: = ; £ >> = 
推论 [вн scos, y 1>0) | ар, 
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zJ 题 


1. X€.# (7,5, ВОЛ Ж Brown 运动 ， 求证 《XB> 


киа, 并 求 它 的 Doleans WE, 


2. ЕВ № Brown ід), Ш.С Ре br Pe 0 ВЕЛЕ ЎР 
т В, 的 во 积分 ( 黎 示 ， Нево тия. 


3. В Ą Brown і дір, MEF дй Жы дени. 


4. Æ B3 Brown удей, (E, BE rÜ Ж. ИИ ХЕ{ЕЗЕ BU 


的 工 函数 fO, ЕЕ = ЕЁ + | уеав.. 


5. 32 В WCF Brown k B, r МС ЕВ, ЕЕ cc 


НН Wald $: ЕВ.=0, ЕВ = Er, 
6. ЯМ, N>, RIEME s ENI >С. 
7. ИВ. В, ЧН ЕО. 


ИЕ 


LF ae 


8. EH: OK EB RHIA ИПЛЕ ДЕА, Mij X, = Хо. 


9. ПЕН: ЖС, o EE M Ел 
HARENA ЕЯ, 250. 


А. Йй. ?М 


10. АЖ ИНО Г РЕ, JB AASA + А”, И 


ЦА’ ЖЕ ЕВ НВ ЕРЕ, 
= Холл. Руа 
„ ЖЫЙ НЫ, ША A” 的 可 料 对 侦 投影 为 
СА”? = DEAA Я, -opere 
11. А,А' 为 适 应 (或 可 料 ) 右 E Ма Р. Poo 
ЗА) = 1, МЕ ПС реА Хх, DE 


A, = | X, dA;, 
Ш 


12. 1125 Р ЙАТ Meyer 分 解 则 必须 为 (DL) 类 的 。 
13. 4%, Lebesgue н], И 


аА, 


Фе 
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К А 
Е. | (В. 291 ($, y) = 2 | УС, x, gs， 
u ù 


ДН Сз ,х, y) ДЕ Brown 运动 也 的 转移 密 底 . ` 
14. Ж Shiryaev-Robert 方程 
dX, =aX dB,+(1+enXx ,)dt 
їйї, 
15. Ш РЄ ССКА (ху, хр, В. Ра жод F Gigt) 
(k=l e п) ВЕН, ХОА ЧАВА, 证明 


ғ 
ЕСХ.) = КОХ) ‚| Fo OX dX. + 
° 


г 
Е" СХ, ACX >, 
о 


+ Удер (ак+)-Е'(а„—)). 
k= t 


16. ЗХ ЖДЕМ, f 70,0) x К ЕЗЕЙ Borel р, 


17. W X ЖОЕ ОР, x 


1, xÜ, 
вх =1 0, x = ü, 
~], х0, 


RETE ЕЕ Г", (E 
| г: 
| Хх, -@| = | Xaa! + | sgn( X, -а)9 Хх, + Ё, 
го 
i БСА a 
(LD Le= 009 +157) 
сы) L? = lim [Газна nOs 
2-10-26) 9 


(L. НЕ ЯГ 
+ 1 К 
воо РО + g [СВУ ООХ + РО, 
=-0 = 


194 


这 里 Fr E FA pe. . 
这 个 1° 称 为 区 的 对 称 局 部 时 。 
18。 记 连续 六 扫 XX 的 局 部 时 为 I*CX)。 设 ,为 时 间 变 换 ， 
НЕН | 
LIX e) 5 L3, OO. 
FEH ЕЕ Б) АЙ М 
СМ = р, ‚ В», 
К в № Brown 运动 。 


19, Æ S DEERE ВСЮР, Hfi cods=o. ш 


А 1 nf 
PUR? a d 
Хх‘ р J Beds, 
Ж В AA ЖОНУ Brown ДБ, ЖИ 
хез»? (Гиесов), 
20. ЖЕЗ ЕЛ ЭКС 2, БЕРИ 3 ЬЬ. 
21. Х,У НА, REX ЛУ, ХУШЕР. 
R X ЛҮ 的 局 部 时 СХ ЛУ), ШШ] 
ОХ АУ ІХ YY) = (Хә + LNY). 
22, ЖЕ’ р. ХАНА, WA Ио АА 
ECX DFX) Грос ах. + 2 | rex oas, 
0 D 
Hh F” HF’ ТЕ Lebesgue УСТ а.е. 导数。 
23. ПЕЛА g 关于 对 称 局 部 时 的 По АА: Е бу F 
th x 


[asx -| 9 CX dx, + p Ге’ 68а), 

0 ki] 

共 中 9 是 9 的 对 了 丈 导数 :8 = yo API g, 分 别 为 9 的 右 、 
х. 
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第 三 齐 ”随机 微分 方程 的 一 般 概 念 


85.1 连续 半 摧 的 随机 微分 方程 


т Уз1 С (О, УУ PE Я ЖА, О! > 
CR 为 CF ОЕ. В 
Ся, ЕДЕ 


六 无 记忆 型 随机 微分 方程 
О Хо ИНН, ЗОЖ viota Éi 
X, = X, осу, (ae. dP), (3.2) 
其 中 
ү! 
о= (сі), ү = | : 
үт 
随机 微分 方程 的 解 称 为 (轨道 ? 唯 “的 ， 如 果 对 于 任意 的 两 个 
Х.Х”, ЕАМ ТЖЕ F EO M: 
POY X, = ХУ = 1, 


引 理 3.1( 时 间 变 换 的 停 时 引 理 ) Що 足 右 连续 、 严 格 递 
кес зш КЕ ДЕ, 9, сос оо), Р, WJ Ч: Ем 


ИЕ 


, X... 





r ,=infís, P, >t} 
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ERER. BEC OSH, mE т, co(t t со), 

REX 

EF, s 

Ж А СУЎ ЛО, Z .C=V,Z = F Ну, CZ oit, 
НЯ, = Fg 

ПОР, EACF ШР. 

IF, RIE MEA CS, ), WH ММ, C # (3 y. 
ERRET, REAM, 2. =5М>.,. 

证 明 М, ЖЕ Обе, 利用 (Fi 的 三 连续 
性 ， 我 们 有 

FS. mA, 人 {т 57,7 
ГЕЯ ACOLLE F F, 
шж м}. 14 An r, шжан. ° 已 显然 递增 , 而 县: тз Fs 
Ся НЕ. 但 是 Ë [J BJ lB ЖОЖ, a 适应 进程， ВЕДЕ, И: 
РЕМНЕ Эй ДЕ Хе BF. Ж Р, t, 作为 1 的 函数 在 2 向 定 
时 能 取 到 一 切实 数值 - r, СЯ, и НЕВЕ r zl час, Z 
Аз ЕТКЕ. ERE, @Ж AC... H 
AC [|]... 
那么 
ANts) U АГ ет Е Fs 


— 


Ниле ж. з. = Жү р а> Ш =. =". 


HEIR, ЖА! бт 一 多 Я. Нк А,» W 


Н ИН = Ж. 


最 后 我 们 来 证 明 祁 。 = .7 ,。 一 般 地 ， 我 们 有 


тр tl, 
Ну, РЕК, йк ， 
te, 
《此 时 т). HE 
Fp р. 


DIB Но £t E E HEH, 
313,2 ОО, 2 Py 155 @ № ОЗ}, al), b{x) 
ДЕ КЕ, ХЕ, MEIC, A НИ 
СЯ ӘМАА РЫ. ЯБА УЕ 
х, -x + | aX dM, [өх „А, (a.e. dP) (3,3) 
kil 0 


等 价 于 对 某 个 参 Ж ЖС ж OD rB 
X,= X, + Гас 0а, + Гос dA, (а.е.9Р), (3.4) 
20 Q 
Ж 要 是 连续 右 限 变 O О МЕИР, EARME d A| 5 
di, МЕ wi CF dN di | 
H LAJE u (А). 
证 明 4 
по, + | 1dAl,. 
于 是 它 福 足 引 理 3.1 的 条 件 ， 而 且 还 是 连续 的 。 和 定义 
М,=М,,, А,= А, , FSF, a 
ИХ 003.308. ЖИ X ,=- X, ГСМ, =<М>, > 
而 用 ах) ш#\2г#(<М>у, МН. асус ИМИ. 
我 们 和 注 0 то, Ma ЕН М №. ЭМЕ. 时， 我 们 用 
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(2.3844 
Г aX „уам, 
gi 


= (P lim >; aK ROM ka CM, ka) 


z 


= (ру lim > CC Т к) 


= | асай. 
Ü 


ПЕ МЕ, RETIRO О БЫ Ро, ос, EME 
Ai ХИ: 对 ws 
(e, <s; = ig er Є Я, + = Жү, =... 


но, ECF OS ЕР ZI, Ш B. e. Гоо. МИ 
= М, „я М,, ,, = CD)? 
Weh E EHIE ES, | 
Г асоаме = асас”, 
А олоо, ВЯ 
| аооам = [ аса. (3.5) 
я Jr MPR 
Г Р(Х dA = boda. 
FELH X В (З.Н Х їе (3.1). 


BZ, ИХ 满 是 (3.4)， 我 们 可 定义 Х,= X. . НЗ. 1 
НХ. Є, ЛХ (3.4). 





HT re 0 238, МНД ана, + М, | "аА, 于 是 
° 
增 量 满足 

199 


АЕ Ат, + АСМ, +A {| * 14А!) 
АМУ, HÀ (алт, ) 
Ü 


=л‹М>,+А(| 1441, ). 


这 说 明 4а<М>,‚,+|аА|,<сФ‚, ЧЕ. 
一 般 还 可 以 考虑 有 记忆 型 随机 微分 方程 ， 
定 导 3.2 wt, gW Е Ч МС С 适应 过 程 91 
а юу Ө ЛИМА ЖЕН. 
MEER, ARARA 
аш. ) = а, w), 
定义 3,3 EEX 3.1 h ša ША Жой Фо! (Н, дк 
ЯВ йй с'ісх), АЗИЯ 
dX =o(t, XYdY (G=¿(ci3)) (3.62) 
ОН ЖО Б Uy УВЕ. СЗ. НБУ НЬ М RR Ж 
Х, = Хь+ [ос XdY,, (3.7) 
TA, WERIN REG. T M E, EGETO 
26, 
相应 放 引 理 3.2， 我 们 有 


8183.2” 在 引 理 3.2 中 分 别 把 acxy,b(x Я Араас, 
ш), ВЕ), WAFER 


Хх, = X,+ | ac, Хам, + (вс, Хал, а.е.) 
Ü © 


ENTHE ЖОЖ ж 由 的 方程 
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Х,=Х,+| аб, Хай, 
t 


+ | as, 和 di (а.е.арРу, 
Ú 
而 月 满足 
а«М>, ав [dAl edt, (3.8) 
《证 示 ， BRIEL, TEPPE, m, 使 


td») 
—a(t, X). 





У) ФТ ст, 1 Cs)- 
k 
于 是 ФЕЯ Fo, in mH. 
> Фу, ср їп, ОЕ.) = У; ФуГ, зл; 1°? 
Е k +17 


сМ Еос, Хә, X & x п B| 3.2), Шо. 38) 
得 到 


Г 之 ФЕ Гояс, сро (SUM, 


= > PR CM im r, 一 


Фу п == 


‚ 我 们 有 
бас, XY dM, = Гос, Das. 
е 





Hy ИРУ РЗ. SWEA Н йу ER, Т 5883.27, ) 

ТЕА KM МЕРЕ НЕВЕ ВЫ УЛ FE ñD АЛЫ TETEME СТЕН, “HE 
Жон ДЕЕ Л E ЖА ЙЫ. ВЕРЕ FIR 们 不 妒 假定 4=1.。 FERIE 
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3.2 上 3j 理 3.2' 就 适用 于 我 们 的 情形 . 

定理 .1 车 a(x) ,LCx) 满足 Lipschitz ЖИ: ЗК 

Дао) 一 的 | + рх) Вер) Кх y] 
Сух, уЕ 81) 

СИРО а, РЄ Lip), ДИС. DEAM Хх. 

为 了 惟一 性 证 明 的 需要 ， 我 们 先 证 引 理 ， 

引 理 5.3CGronwa]] 型 不 等 式 ) СОАО ЧЕ ВА, 
РР Е ЛАВ. ЖЛЕ Borel pge ОИ 


POTID + | усаг), (3.9) 
Ú 
那么 
FOD Zg eH, (3.10) 
证 明 Aii KFFB 1003. DAR. Ri 
IDEID +| godo | | edea Fo 
ü ОГ 


С РАЕС, 


а + gE) + f 51) 
ПА, жа 
Fa)? 


Fer)” 
гооо (Lt FO ж 00 0) 


"| 


t Fet) – Fesyy" 
-Í fint =a ts AF48), 
° . 


Ан, 181 (3,10). 
定理 5.1 的 证 明 Fy HS ELS. 2 ВА АРЬЕ (3.8) 
на. 
t-J. ЧЕРИ E ЕХ сос НЕННЯ. 3) 在 在 解 。 注意 到 
由 а{х),Боху ЫШ. Lip ЖИ, ВЕНЕВ X 应 有 ; 
aX 9 K1X 2aC072， 
PECA у КЕ 2800", 
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我 们 用 逐次 逼近 法 构造 解 。 令 
хе = Xas 


t ` 
Xe X + [aX PAM, r [EXA зар 
Ш Ü 
TEST 上 时 由 (3.8) 我 们 得 到 
t 
Eup y3 ЕХЕ +E | eX TI dM>s 
a о 
, | 
+E (A: Í XPA) 
АЕ 
' 上 
сз ЕХ +E | [IKIN œ + 2402143 
и] 
t А 
十 五 gi ГӘК?Х ү! + 2Ь(0)° |45 ) 
9 
= EX? + дасг + 2005272) 
t 
+ экз + Т) | Е(Х уйк, 


由 归纳 法 可 得 
FOX YETICEX? + 2a (0) T + 2600) Т2) +m) 


А і" 
+ оК | +T) EX š . пі «тос. 


ИНЬ, H| aco bOr Lip 性 质 及 (3.8)， 我 们 还 有 
` Ех Ху? 


“2|E Гао -a (XAM 
0 
t ` 
+E (л, OXP -bx dA, )| 


t 
SOK + Т) | EXP -X yds, 
о 
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但 是 当时 
ЕХ И Хе’? 


ЕЁ i 
«ГЕ Г at Xo) dM „> +Е(^. | БСХА, )| 
9 
= Ë P екех: +2а(С0)?)4< 
[i] 
+ ТЕ f (2K2Xi+26C0)5ds | 
б J 


Aa COPT + 460978) HAKA T) f Exid 
° 
sC, 《常数 Cr 内 与 TT 有关)。 
因此 ， 由 迭代 可 得 ， 在 经 :7 时 . 
E| ху? ір ху! | с, ®К"Ч. То." 
: 可 


НИНЕ Doob 不 等 式 及 与 上 面 类 似 的 推导 ， 我 们 有 
Ecsup| XP - ХР 


wT’ 
т 2 
oF [ор [| CXP) ad XP VIM, | J 
[D T]... 0 
t А 
+2Е (sup [Ат | OXP -bX 224A,] ) 
T) ° J 
=.ВЕ Гот = а(Х dM >, 
Ф 


+9ТЕ Poor СХ а ОуугА, 
Ü 


T 
«ВКТ D | вүхү" - Хз 





| r TORI Тут! 
Ка 2 4 二 二 
ВАТ} Г Ст Са 1)! dt 


204 


CGK + TTO" 
-rz o pp 


PRH Chebyshev RRE 
Р(зар| Хет Do Xw] m 1 )а" Е Cup | xy 17 — хе" | zy 
тег) 


wT] 2" 


Гак + T )T' J" 


<4С, 可 


п. n ~ 1 -一 
> P(sup| X, оҳе | = aje 


根据 Borel-Cantelli 引 理 , RATRE OTI E ХВЕ) 1 地 一 
са. ох ВВ у х, 《在 极限 不 存在 的 w E X Co) 定义 为 
0). Ш X = (X ,) НАНЕ 连续 的 (1) 适应 和 过程。 
EGIDA n=, HAS 
aX aX) CELM>)), 
ОХ) CEEA. 
我 们 得 证 X 是 (3.3) 的 一 个 解 。 礁 一 性 的 证 明 同 下 面 第 三 步 。 
第 二 步 。 取 消 关 于 EX ЗОШ, < 
Ир я 
FEG. DEBE XP ЕЛЕШЕ Х”. Е 
ъ= in рт, 
іа і, [ХВ zn), 


АГ CS ЕВЕ, HTI y Qa XU ока, MA 


` in+t+ p (m) ‚УР А 
Хх ТАРА Хата) Хы 


Er 
= no np n+ _. in) л 
=з], ° ас aaa Об. Ms 
АТД ТИ w 
п + 
Т 
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-DXM rd | 
НЫ, мет 时 有 
Е | (Хм та _ X Pag r Expel? 


t 
«аке T [TEO 0 вока] 


再 册 引 理 3,3 便 得 
XP „Мух, ып = Хх, , ‚хь: „п (ОшТ) (а.в. арР), 
яр, Хо, Хе ни Hog, MAE lX т ERA 
ХИ |=n= | Ха, nle 
从 而 我 们 必须 有 
PCI ха (в 7 ta) = 0) = 1, 


4.80 
Le а ХА) = „а X. (а.е.4Р), 


BME ЕСЭ с, Lx isa EREE ВИ. < 
为 fn 妆 ns 时 的 递增 极限 ， EM 
x, -Di yma XP OEO. 
т=1 ta! RIN 
最 后 我 们 来 证 明 PC = oo) = 1, BT РОР, 


所 以 我 们 只 需 证 明 ， 对 YT>0， 有 
Perea sz Fry—= 0 (n-o), 


ig 


И Жоу? шп) Е 
Р Е | СЕР. 
我 们 有 
и ах) 
OSET 1 ХЕ аму; 


үр БОК. у 
+ 3E( іл.) 
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tar 人 + нуу, 


ss +3Е| ' х: 





t K+ DXZ)? +a) tD |. 
<3+6E| ТЕХ? 


ПЕ 
<C,+G, | /,(524з, 
应 用 引 理 3.3， 我 们 得 到 
Ce 
因此 ХЕ ОТ t Ў 3 Ж: Г.С еб ТС‘. р 


Doob 不 等 式 及 (3.8) 推 得 


(Хову? 
Е] sun ~ * —- 
(p, 1 +X 2 ) 


Г: 2 

Xom d*i 

ae e] +3E zl. s.) гә) 
і+АХё >” Т+ХЕ 


t 
(sup BXA) 
АРУ 0 2. 
+ ЗЕ ї+Х 








x 
<3+125| аем, 
ых 


‚тух QA, 


+ЗТЕ |" 
. тт 
3+ 212+ 3T') f Кїў (syds 
. „#0 


+(а*(0) + 40) Га) 
р 


ЖЖ С. 
于 是 由 Chebyshev KER, REM 
Рту Г) = P(sup! Х| sn) 


10»7 | 


cp (haco) P (UU 
<P (U ss) e (Pry re) 


国 此 Pera Tanc), 

既然 上 = со(а.в.аРу, ЖА X, EOOH жу. ИА 
(3.3}) 的 解 。 

第 三 步 ， 证 明 解 的 唯一 性 ， 设 ХО, Xi 303.3 АНАНІЧ 
初 值 的 两 个 和解 。 仿 第 一 步 可 以 证 明 

Е Ху’ А хур врху Хо |245, 
в 

T EIXP ХР’ оо, 883. За E| Хи-хи = 0, 
由 此 推出 

. Pú yX = Ау = 1. 

注 ] ЯМАШ. РЕ а, рех) расе, xD, 
р, OLR ЕЕ 

1° ах ва, дэ nf В, В ое t x 的 
Lip fF: УТ, 14T ft 

Гафу x) -a(t y) | + |РСФ, x) О и) | Кух y| ў 

2° a(t, 0) bei, 0) МЫТ AR, 那么 相应 于 定理 ?3， 1 的 结论 
仍然 成 立 。 

ПЕТА У. > 

=2 Ж ГЕЛА ЖЕН w (н.ш), RA: 

定理 3.1′ FEOF ОКО А, Y АЯ ОМ, 7 АҢЫ 
RA, а Lipschitz 条 件 ， | 
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прашу J (tr Кечрта, -w (УЕ, ` 
$“! 
яру АЖ YERA 


Е| [очу |= eo 
Lini © 


ДИ 
X,=x+| Хочу, 
Ü 


存在 唯一 解 ， ACIDE. 
ЖЕҢ ҮЙ М А.ж ЕЗ ЕЙ: НЕ tay ЕСУ 
у КЕ БЕР ЕР РТ: 
САО 
-0 
pt Y) = E зар! Е, -V |. 
s< t 
我 们 由 Doob 不 等 式 有 


P CPU TV) 2E( вар] 07,17) fu VAMs) 
-St 
А , з 
(| (fu Ш РС, аль 
йыр М б 
[t r a 
«ав ([ Ca саем» 
„$ 
і 
‚ОЕ ЦА! 
«зв (aqa) 
. (|. уси, Оу - Ра, МАТЬ ); 
ок? + DE Г sup|t: ‹- ү, | Чи 
ü Е-.9 


t 
=2К?(4 + nf Р.С, Учи, 
о 
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这 里 我 们 用 了 3 引 理 3.2， 即 不 妨 假 定 
а<М>,, |А}, =, 
定义 逐次 通 近 列 ， 
тя хер TE! п), 
JR T 20,4 C = 2K2(4 + Т), ШЕЕ НЕН o (XU, ХО) 


=, UEA a .利用 КЕШЕ Fo 059844 УС, ИЯ 


CT y" 
p (N nl Ху а п] °- (Vn, УАТ, 


二 是 
УЕ (варі Хи К |2) ос, 
п Е 
£r 
A= (арі? -Х Kp- Oj =c }. 
Ш Р‹(А›=0, ШЕ XP {ЕСУ ГГ К-ГЕ И 连续 过 
ФВ, ХНЕРЯЛ Xie zY, Лр ХЕ zY. Я, HiFatou 引 理 
推出 
Е‹зир| ХХ, у» СУ). 
# = É 
ЕЕН f №) Lipschitz ФЕ] 
(а, X). 


МЕХ + Олсо Хуу ир КЖ, n>, 


ЖЫГА ЛП X Hi 3: дЕ 
Fe HEHE- ФЕ. 如 果 有 了 两 个 解 х,х’, & 
та = inf-4, ХАРХ рт), 
u 
pu (TU) n, 


ЭН, ЖЕН Л И) Lipschitz 性 易 见 
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FX a= fX) (чт), 
因此 我 们 有 
Y= X's, FY'n=Y'n, 
ТАРР то 
PiX a, Ут») = p (PX n, МУ" n) 
二 常数 | CoYroas。 
НР, (Ха, Y'n), Я Gronwall PARE 
PX n, Yn) = 0, 
从 而 
XY, Сіта Га). 
Ф n>, H ТЇЙ ТЕЕ X=Y, 
= 多维 情 形 志 有 定理 3.1’， 证 明 完 爹 相 仿 ， 
定义 3,4 WV ся, Е, х= (X I) 1.4 称 为 是 方程 (3.3) 
的 一 个 以 X. ХНК, KL L 为 爆炸 时 间 的 局 部 解 ， 如 果 
х= X. +. {aX ам, + | BX „уал, (3.12) 


я t 恒 成 立 ,其 中 
t t 
| «Хам, = | аж Hor IMs (асе Вр, 
Ф Ф 


ТЪПИ, MEC ТЕС E,d а... РА. 
ХЕ, ВУ 3,1 的 解 也 可 以 称 为 整体 解 ， 显然 ， 局 部 解 
是 整体 解 当 月 仅 当 т„-=сс(а.е.4Ру (ЦРО = осу = р), 
定理 3.2 车 aCx),b(x) 满足 局 部 Lipschitz Afp: {ЕД n 
ТЕЖЕ Kas ОНУ, САО 
[а(х - a(g)| + |b (x) РТ, кап, Ах = yl 
и (3.13) 
C 记 成 4,5ELipl**), 那 么 方程 (3.3) 存 在 唯一 的 局 部 解 (X isea 
2l 


划 果 а(х), РОА 22 FE K 3 PF 
jaca) | FPEO [ССР + |<xi), ‹3.14) 
JZ, k ЛУ МУ АЙА ЕЛЕ. 
证 明 REPRES. OEY. BIEX 


nix) = (1 r: rae) Бы‹ху = (є ` |} 
MA aniba E Lip, AEAEE. EHC EM X, 
使 
Хи = X, +| aX aM, 


ОМ. 
+ |, b C dA, (a.e. dP), 


与 定理 3.1 证 明和 中 的 第 二 步 类 似 地 定 关 ;rr， 并 可 以 证 其 
ХЕХ, (ae.dP), 
č =limr,, K = Ст, V n), 
于 是 CX р. С.З НБ. 
ДЕН СЗ LO Г, ВНЗ. ТЕНТ EENT 
可 证 P = 05l., ERE., 
Е 系数 也 可 以 显 含 # 此 时 条 件 要 改 成 : 
E аб, ху, ba, хэс, АТТ, n t< Ai 
са, хо att y| + [РС х) Ва) (Гавно рука 
Kerlx— yl 
@ ЕКЕТ 存在 Cr 使 
Гаі, + [рх x | С: + }х|), (3.149) 
ЭКЕ TER. ой НИ ТРАЙ an СИЕ НЛ E 2 RD, 
TELL EA Л R АШ rti SED RES оС, н), 
pw). 我们 有 : 如 果 
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Ф 对 YT М Ул, ЖЕ КО, КС» É W УН G EG ЖГ 
Fols), 对 tT 及 Vet), ие C[0, оо), R Æ | ш! | сам 
=n, |0020] cu n п. WEA 

Jat, wt) -aG we) [+ [AC ty — Ва и)? 

«коз. |ш\!? _ шар) + Ку [н _ 442) | 2; 
° - 
D *#FV T>0, ЖЕ Кат, Кат, 使 对 于 Ww CLD0,20)， 有 
Qt w) + B° (t н) 
+ 
<к.„| ашар; + катер GST) 
那么 方程 


і 
X= X, +f ags, Xd M, 
© 


+ [еве 8а, (а.е.4РУ 
п] 


存在 唯一 的 整体 解 XX， 
《证 明 完全 类 似 。) 
定理 5.2” ТРЕВОР Y 的 Stratonovieh 型 方程 

4Хү=о(х,)°е4үҮ, 

КНН хе, ВА: 
WR CIO ECER (14, јс), ИЕ ЕЙ. 
如 果 971 (х) Е CRO Gad, TSm， 则 存在 唯一 局 部 解 。 
当 0 170Cx) 还 满足 线性 增长 条 伞 时 ,这 个 局 部 解 就 是 整体 和 解 。 
证 明 ”化 为 He 方程 ， 祥 利用 定理 3.1 与 定理 8.2. 


33.2 简单 的 例子 


ФИТ ЕВИ ОСТ ВАНО СЕЛ) 设 X ЖЕБЕШ: 
CZ ОЗЕ, Y ВНОВЬ, 
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Y = е5} x: 


由 于 了 是 方程 
ЧҮ =YdX, ЕТ 


ПМЕ, СЖ ЗК. НИ Y ЖЕ 
А ЖЫ РИН ИА а 
У = Ул, 

其 中 | 

z™=], zos ах, [Pax dX,, 
我 们 引 人 和 人 一 个 实 参 数 A. ЭБА S ut tu 

Үс) =exp| Ах | = SHA HCXY,X), 
Жр Н.С к) n Br Hermite Ж. — 

同样 YC) 可 表 成 迭代 过 程 求解 所 得 的 级 数 : 
Y (4)= ЭШ 。 

比较 系数 ， 我 们 就 得 到 ， 


| Гах, | тах, ен, сх, ХЭ, 
° Ло 2 0 ` 


AE ИГОТО, ЗА ЛД А e РОВЕР y sÑ 


раға, y: dF0t,)= -| `laF(t,) = ко" ., 


REWER: 常数 1 МИ X ñj n ж Нов: H. (<X>, 


о! 


X), 我 们 就 能 发 现 Н.С<Х>,Х)›Д& {бИ Г. 
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例 2( 一 维 线性 随机 微分 方程 》 设 ME #21， 有 A 是 连续 的 
Ня Е, а, ËY 为 常数 。 求解 
dX, = C0X, + øM, + (rX, +6)dA,, 
解 ” 首先， 我们 要 把 它 化 成 Stratonovich 型 随机 微分 方程 


` ах = aX. dM — А аахам + 29М +.ХЗА + 84 A 
а? 
= х.(аам trid- ©, а) 
+ (вам - ddd> +59А ) 


“хау + 4Z, 


Kp Yz ЖӨ, > Wika ek. 
ЗЕ МЕ, | 
dY = _- YF tdf, 
为 了 确定 说 ， 我 们 只 须 解 一 个 与 之 等 价 的 方程 
dF =¥ ed(—Y), 
ЖЕТЕ, т, Р = е, 这样 ,我们 有 
ах = — X. P 1 df + dZ 
= —YF''(X.dy)+ dZ. 
sü HE ЕШ 650 Eje P 38 У 便 得 到 
FP dX + X df = y :dZ_ 
也 就 是 
d(ËX)=F-dZ, 


因为 区。= e-ro= es =1, 所 以 对 于 XX ИНА X, 而 吉 
(PX), = X, + Гах, 
ap | 


х, = (хо + [єт 47, ). 
0 


例 3( 一 类 特殊 的 线性 方程 ) о, рахт, dxd ж 
РЕ, У ГЕЯ ОМ, АУ E # Ем 
#1. 求解 方程 
dX ,=cdY,+bX,dA,, 
Я ”两边 *。” 葬 以 e-*4:， 我 们 就 能 得 到 
déee-A,X,)= eA o (cdY), 


шщ 
бд 


х, =e (x, + K *cdy,). 


特别 ， 如 果 了 是 (多 Brown 8 0 В, A, =t, M B SEDE РЁ 
特征 值 均 有 负 实 部 ， 那 么 对 应 的 解 X 称 为 Ornstein-Ulenbeek 过 
程 。 严 格 地 说 ,我 们 只 应 该 在 解 X 恰 是 平稳 过 程 肝 才 称 它 为 Or- 

nstein-Ulenbeck 过 程 。 为 了 使 解 X 是 平稳 过 程 ， 初 值 X。 不 能 

任意 选取 ， 我 们 将 看 到 Хо 的 分 布 必须 由 方程 的 系数 唯一 确定 ， 

现在 我 们 来 计 论 这 个 方程 的 平稳 解 。 为 了 计算 方便 ， 我 们 先 
假定 Brown 运动 卫 是 定义 在 - оо t со Е, H. B,=0 СЯ 
说 把 两 个 独立 的 Brown 运动 在 t= 0 处 按 正 反 两 个 方向 接 起 来 ) 
在 ce <t 二 oo 考虑 方程 

dX ,=0dB, + bX dt, 

下 面 是 Doob ДЕ X IJ В.) Fourier ҖЕ №. ЗНА вл, ЖЮ 


ji 一 人 
Ba -Bs= е 


Эль. 一 这 





352, В, В - оол 二 co 上 Brown 运动。 如 果 X 是 平稳 过 程 且 
是 方程 的 解 ， 就 应 该 对 YyGD Є Schwarz 空间 GCRD 有 


ах, = [ооав, + [rex at, 
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пах, 是 平稳 过 程 ， 它 应 有 庶 表 示 
х, = fera 4Z.. 
同时 我 们 还 有 |f (DaX,= - [roxas 因此 我 们 得 到 
је а, = ур = 12а», (E) 
其 中 
ЎСА) = ffe хасе). 
A Ф040) = Кореи А, MAJAO ESR, МН. 
[е PAYGA- b) 4Z, = [ен ас ай,. 


把 # 改 成 :一 s 后 所 得 的 等 式 的 两 边 与 上 式 两 边 分 别 相 乘 ， 再 取 其 
H, RÜR 


[е Јад) 1л -BAF д +b)" 
A 


= fera гаса" ад, 
| 2л 


其 中 F, 是 Z, ПН: F、= E(2424)。 
这 样 我 们 有 


А 
| Il Ga- ард + by* 


= 1 Pia 200702 
2л | * 


而 且 妆 (可 以 在 SCRD 中 任 取 。 我们 取 ФС бск) ж 
同时 使 它 近 似 Го з, WEA 


Г C4 — ВЭР, (13 b)" = 1 ['оотау= TOT A 
0 ат Jo 2r 


因此 | C4 -baZ， 有 意义 ， 并 有 由 {E 少 得 到 


д ват 1 |А ар 
1А 一 = 一 -一 -一 С 
Га ^ М т Ф Bae 


也 就 是 
一 * 11 一 -IO d 
Z, Г GA by Va В. 
М Хх 可以 写成 
= |etraril_-py-1 9 о 
x, = [e д-р) „В, 
к | GA - b) tea, )ав, 
= 上 etU -0саВ,, 
此 时 其 相关 拭 阵 为 
RG(D=ECX, XD) 
-(f ооо тв дз) ет 
=R", 
CHE 


Ю(-їу= EC(X, XY) 


° т 
= е* (| етв *соТе-5 "ds ) 


=e R(0) = ROT, 


以 了 讨论 正好 说 明 为 了 使 解 于 ,Ct 空中 十 平稳 过 程 必须 且 上 只 
需 取 
Xa -f e-tsodB,, 


而 (Ba) о 是 一 个 与 (Bi1)1>o 独立 BJ 22 SHE Brown 运动 。 这 时 
i 


及 CD 也 可 以 开 示 成 
_ 1 СА _ -1 тер - 
R0) = 2 [ал Вуса? (ід — bd, 


9, ПЕ ЗЕЕ Gauss Ч X WE R(- t) = АО б Д-р X # F 
ЖМ Рев”, A EE GL o Pi 

(X, 55 XI.) 9 CX ayera pyet Ха асва) 
Aai. XAR EE b= cr (Co 为 常数 ) 或 9= 了 而 5 为 对 角 和 矩阵 
FEA А ar BU. 

特别 ， 对 于 有 随机 和 干扰 的 力学 系统 


Xo~ HO, ROD. 


M 
dp=(—Ca-ppydti + dB ,, 


Жр ор, 均 为 4 维 国 数 ，C 2yd x d WERE, daco, Añ 为 正常 
Ж. 我 们 有 


这 时 5 的 特征 方程 可 化 成 
det [ ACA +I +С]=0. 
在 求 这 个 行列 式 时 ，C 可 以 用 它 的 Jordan КН. FiA 
行列 式 是 如 下 两 种 项 的 履 积 : 
AC4+B)+6， (8, A C ЯН, 
ГАСА в 008г СЖ СТЫН ЕСУ). 
АХА + ДУ +8, 的 零点 显然 有 负 实 部 - 8/2. ША 
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ГАСА + BDP ra= д4 + BAS BN +т, 
所 对 应 的 “Hiizwitz 3” 











的 第 3 个 主子 式 为 负 ,因此 由 Hurwitz 定理 知道 [4C(4+ 832 + r E 
点 的 实 部 不 可 能 全 为 负 。 另 一 方面 我 们 直接 可 以 看 出 它 也 不 可 能 
有 纯 虚 零点 ， 所 以 我 们 得 到 5 НОННА Е ЭИ, MARAC 
ЖМЕМ. В Ям C 只 有 实 特征 根 时 


I oiar -1 r іу 
ас J tå 
iÀ, C +В 0 


м 0 
4, 和 C++ р 


从 而 
1[C -1 
GA- b)" = 
-1 
ом lo Е + Ча + дг] 
(" (С АГ + iABID | 
0 iC tiap -1 
因此 
— Aš +1} -1 т — р? - i? -i 
RO= 工 (© АЗГ Авг) (С® – 50 АВГ . 
21.2 МАСС = API + ABID КС? ~ ДУ ЗАВІ) 


—iACO -- АН +1ABI) D HCT- АП — AED ау, 
ACCA AIABI O (CTO AT ~ pI 


现在 考 赛 最 简单 情形 ，C = C7。 这 时 存在 西 矩 阵 Q, +E 


^1 
C=Q| `. |О*, 
Аа 
dÀ ААЛ, 


п 
сера PL sa?+ раде 


注意 到 
0, 


л 


| O _ 
(А = 222+ А2 B? 
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我 们 最 后 得 到 


因此 


1 g1 0: 
X~ N оов 0 I . 


反 过 来 ， 当 C 对 称 且 只 有 下 特征 值 时 , ВЕ А EREE 
布 的 Fo 随机 变量 作 彻 值 ， 方 程 


0 0 0 г 
ах, = dB, + X dt (20) 
о I -G -fI 


必 有 平稳 (Causs) 过 程 作为 解 X, Hp 
4, 

х, = | } 
р, 


55.5 ”Brown 运 动 的 随机 微分 方程 . 弱 解 与 分 布 唯一 性 


定义 3.5 (Q. ,PP) 上 d 维 连续 (多 适应 过 程式 及 上 维 
CF Brown 5 š ВБ НЫ СОХАН) 2) 25 Ë 
dX,=8a(0,X)5dB, + Ва, ХУ (a.e, dP) (3.15) 
《其 中 аі, w), ВЕ, шуху р 4xr,dx 1 ВН ж в PEREO BJ RE, 
W H 


э» 


= 


а= (aj), aj EF}, 
B=, ВЖЕ se (ут, (3.16) 
т В. 1418 


Хі= Xi + >| вв, Сав} + | Bi(s, X ds, 
у? 0 


有 时 我 们 也 称 X 为 初 值 为 ,的 相对 于 B В. 

一 般 地 ,在 {3.15) 中 我 们 把 p 当 作 “和 参 变 ?的 过 程 并 把 4, ， 
Руҳ IERT” ИН. НИНЕ 是 ЛО, я, РУК 
哪 一 个 (1,)Brown 和 运动， 所 以 也 称 X 是 方程 (3.15) 的 初 值 为 
X. 的 如 解 。 今 后 我 们 约定 只 要 不 特别 申明 ，“ 解 2 总 是 指 戏 解 ( 即 
EO: F, F PK (S Brown а В СХ, Ш). 

定义 5.6 Тост К ох), Р, х) (С), 使 

《3,15) 中 的 | 
Ор) = ОСЬ, ), ВСЕ, шу =b, Ww, ), 
那么 对 应 的 (3.15) 称 为 马 氏 型 的 随机 微分 方程 ， 如 果 还 有 
(Е, 5) = сех), Р(х) = bx), 
Ям. 

定义 5,7 方程 (3.15) 称 为 具有 轨道 唯一 性 ,如 果 对 闫 定 的 
(й, ж,б), РМ МОЕ Ся) Brown g 3h ВРУ, (3.15) 
的 解 CX,8) 中 的 XX НИИ Р-НЕ. Е Же. ХО, РЖ 
(XDA, НХ, = XG. edP), BiA 

РУХ. = XOL 

例 1 Ш M= В, А, = t, 那么 定理 3.1 及 定理 3.2 的 条 件 就 是 
具有 轨道 唯一 性 的 条 件 . 

3533.8 方程 (3.15) 称 为 共有 分 布 叭 一 性 ,和 如果 对 任意 两 
个 (可 以 在 不同 概率 空间 (0, Z. Р), (总 ,和 ,5B), 对 不 同 的 完备 参 
ЖАЙ (ЛЬ ЖМЖ (Я, Brown јар х УХ, А 
要 . 
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PIXoET)= BRET)Y (УГЕ #(НФ#)), 
就 有 
Р(ХєА)=Р(ХєЄєА) (УАЕ Ж). 

815.4 (Ulam) Polik HU, ZAUD E E i ENE 

P HERRA” (tight), HEE Ka 使 
P(K.)>1- Í, 
ТІ 

证 明 ”由 上 的 可 分 性 ， 对 Ft 存在 可 数 个 半径 小 于 1m 的 

球 人 "HET U. 因此 本 到 М”, tE 


мї*? 
т _ 1 
中 U sj 7 
kx 1 


уол} 


= б 


К» = A UJ Faska 


m=] k= 1 
因为 在 m AER, AER Snr 的 中 心 就 构成 了 无 。 的 有 限 2/m 
网 。 所 以 天 ,是 完全 有 界 集 ， 因 此 它 就 是 完备 虐 离 空间 ВЕТ 
集 。 于 是 





„ 
рат NU з.) 


m=i Кн | 
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引 理 3.5( 正 则 条 件 分 布 存在 定理 ) ВЕ, СЭ, РОТ B| 
H34 代数 多 己 多 (CU), 且 多 = 多 (РАНЕ), ЖЕЛЕ 
“Pp 在 多 给 定 条 件 下 的 正则 条 件 分 布 ”PCG,，A4》>， 即 对 于 YYxEU， 
АЕ Ф), 

(С) x 固定 时 ，P(x,A》 是 .名 CUD 上 概率 测度 ; 

(С) A BÆR, PGA) ZE x НМ; 

(C,) РС, A) 是 РСА 多} 的 一 个 代表 ， | 
而 且 РФ, ADE MEES КНЕ: 如 果 还 有 一 个 Р(х, А) 也 满足 
(C,) - (Ca), ЗАТЕ Р Ж ЖЖ A.C (Л), EAT YEA М 
1 Р(х,А) = Р(х, A). 

ЗЕВН H Тусһопоу А ле АГАГА И тй] Г]! T 38 45 Ж 
距离 空间 的 - -个子 集 ( 可 参见 点 E 拓扑 学 的 教科 书 ), 丁 是 U 在 此 
EPR BHRD U REES SA. 从而 5 在 这 新 距离 GH 
P) F w НИ. U БОНЯ ОЕ јан С° С), 
它 与 和 (人 中 的 国 数 是 一 一 对 应 的 ， 国 此 CC 是 可 分 的 。 

КЛ. =1, АГ, Y 使 其 线性 Е С° CU) НА. ЖА 
ЕЯ] = ЕС. =>. 

第 一 步 ， 证 阴 可 选取 ТЕС =>. Ге} Г ха 
ПАК, РЕ Ва ECI ОАЕ ЗЕТ НТ Е. 
为 此 记 


А» [от НЕ, 对 x， Ут 920], 
k=1 


Е УЕ] #20) Сут.) ЄЛ), 
kal 
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那么 


= UY 
А 


Е) 
PPY TS U... 


у... ТИ Вити) 


是 多 的 零 测 桌 。， 对 xEDE， 我 们 在 2 上 定 交 线性 证 国 
в.(У нь /ь)= УС Z), 
k= i k= 1 





易 见 对 .FE ен 
Р.С ERG 
但 是 由 假定 = ЕС, | #)= 1, ВТ 
sup] F,(/)] 
[F] = 
Леа 


Б. ERIRE. ERE, WR Ssh tuS 我 们 
PAE rm, ri, (E 


im} — 1 
[7 一 上 = — 
k k ы 


А 
т 
因此 { ri +1 ) + гу, 20, 4 Ж 
т 

(> +1, г, ss, "®)ел.. 
但 ах E, 因此 {r rm + Е СР) tetr MEG. |7220. 
д то Е, (Ул). 

1 


于 是 # ҺЕ ОЖЖ A REER Р.С). KEE } 可 以 分 别 保 
ВЕД, НЕВЕ. | = IT 地 扩张 到 成 为 CCD7 的 线性 ТЕРИ, JA 
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mer СОУ БА ЖЕМНЕН Fa. 利用 СГ) ЕЕ Riesz 
ЖЕ Е, ЕЛЕЕ СО, 罗 (Z)) 上 概率 (因为 | 下 .站 = D Qa 
使 
Р, у= | 0.45) EUNE FEC). 
第 二 步 . 我 们 将 把 测度 ORAE, .多 (C0) 以 得 到 PCx, А). 
首先 注意 ， 对 于 4E ССС ЕС», JEJE 
CO) 的 扩展 ， шла E ОР, 我们 有 


(ma . rs | Jono. cas, ) = EP) (3.17) 


(C уе 2 时 显然 盛 立 ， 再 用 近似 ). 
7 在 原来 的 距离 о, КЮ КАНЕ о 下 的 
ETE, Биис) г, 《例如 可 到 


(m) = -. PY Ga) че 
р PEGE) + p(s, Ку’ 
Hh СЕ К № 1/т И). TEAG DISE 
Ево: СЮ) = РСК». 

但 是 引 理 3.4 保 证 存在 U ПЕР K. },{ РСК >®1-(1/п), 
因此 由 (3.17) 推出 

(1420-40) к.))>РКо>1-+. 
这 样 我 们 就 得 到 (除了 一 个 x By 3 3 ЕЯ 

720. (}к.)-1 ЕЕ’. 
Нч хЕБ\Е' ЯА 

о.( JK. )= 1. 
从 而 Q (UNU) = 0。 现 在 我 们 定义 
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Q. (AD, x€EUE”, 

РСА», хХЄЕЏЕ'. 

第 三 步 ， 证 明 Рх, А) ЛЕ 35 R. 

СОШ. ECORD: 首先 对 于 了 EC UDR T 


Рох, А) ={ 


[raspa qa) 
= Ina | fGDQ, (йи) +Igum: Гео Р‹аи) 
= Головин) | ТСО, а) +1, OEF, 
由 于 Лос [ОЛСО аж) = Гала ОЁ СР) = Lovs OEG] 
7)=?, pnya foore doe я. М3. 17) 
Е(1 ИР * sdu) ) = ECT). (3.177) 


FERNE f= H [СиО РС au) € 多 及 (3.17)。 
JER ARAE. ЗЕН R 上 一 - 致 连续 国 数 
(Юын т [Тл аде, 
РИ ЕЕК <, RMG 
Р(х) = ga Px, GED) E CHUD. 
MA Сх) Ао С). Е. ОН f = f 4 m t co, ФП] 
就 有 | 
EaP ,G)) = Е aag). 


ЖН РС Сб) = Ив [/'®(шуРх,йи)є #, ТАЗИ WE ШЧ 


任意 АСУ Р(х, АЕ © В ECI P(O: ,А)) = Едал). 
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这 就 证 明了 (cs 和 (ca)， 

第 四 步 ， 和 证明 唯 一 人 性。 了 中 有 可 数 开 基 {G。} 且 满足 PKGA ' 
Сз =0。 洲 有 两 个 条 件 分 布 Р(х, А), Рх, А), BE Z ШОС) 有 
PCX, Ga) = Ë (x, Ga Gae dP). Ни 


A= { ){хтР(х,бС:#Ё(х,С„)} 
nal ` 


ЖЕ P(x,G,)= P(x,G,), НЯНЯ 
Р(х,А) PaA EA УАЄ(ЇЛ)). 

引 理 证 毕 ， 

5185.5” Z Æ Polish Æ HU, AUDE V, (02022, 
闻 的 一 个 可 调 变 换 ， 卫 为 .多 (下 概率 测度 。 那 么 存在 唯一 的 
一 个 “在 给 定 f=y 条 件 下 的 条 件 分 布 ”( 记 成 (y,A))， 
Л Ег 

(с УСУ Ш, РО, АЕ 名 (CU) 上 概率 测度 (注意 ， 
«ЕУ ЕЕ Член” УМ; 

(С) 4 А. (Л) ДЕ]. Ре, А)Є #(У); 

(Ca) Ро, А)ЛЕРА 406—0 “Из”, ШШ; V AGC ФУ), 
恒 有 | . 

[Bos A CPE) ds) = [рст = у) (РЕ) (du) 


= | „РСА ОО ›Р@Фху = PAETA). 

这 个 Ру, АЖ PEALE = 9) (Е Е НИНЕ НИЕ ЖР 2: 

布 。 | 
证 明 与 引 理 3.5 的 证 明 类 似 ， 不 同 之 处 公 在 于 本 引 理 中 条 件 
分 布 РО, 4) 的 第 一 个 变 元 3ETY， ЮА FU. 县 体 作法 
R, 用 1 多 (VY) 代替 儿 ， 对 f r= 1,f2"* 等 分 别 取 E08 1 多 
(уз) җн В, НИЖЕ, E? SF4B EJ AE 
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的 集合 ， 测 诬 取 为 PE 1, Рус) с) E3EfA т 线 В 
М, ПЕК, H| V 的 紧 子 集 ， 其 他 作法 均 与 引 理 3.5 一 样 ， 
引 理 3.6 (И, (U), P, (У, (002), Е 加 引 理 3.5 中 
В, Р(х, A)CAE ОЭ РКА С СУ) ЙЕ 则 条 件 分 
布 ， 那 么 我 们 有 
Р{х, РО, ECx))=1}=1, (3.18) 
Ру: Рс О) =1у= 1, (3.19) 
其 中 P? = PE, Бу, АЎ PAIE = DHEAS Ti. 
证 明 (3.19) 相 当 于 十 (3.18) 的 “表示 ”形式 。 AMARE. 
明 它 。 由 (Cs) 我 们 有 
Р(у, А) = PLAE = 0) = ТАЎ 3085 edP, 
设立 的 请 足 PCG = 0 EAG) MARA 
Д. Ра 28 Gt (ETOD) 


的 P! 测度 为 零 . а 4。= Ui РЕМТУЕАь 我们 有 
РК, Ка) = Тель 7) (ур, 

由 测度 扩张 我 们 推 得 ， 对 世人 及 YA4EE ССИ Н 
Ру, А) = ТАКУ»), 
КАЛЬЯН £ МВ уә) СЗ. 19). ХР (3.18) №. 

证 明 ， 我 们 令 
Ai={x: POETENE e oh 
则 对 于 x€ A= J A, ER P(x, A)= L. М АЗ) E 


得 (3.187。 引 理 证 毕 。 | 
3183.7 ЖЛ #(3.150{Е( О, ,( F) P H СХ, В), 

那么 在 CW 了? gO т) ЕТЕТ ВЕЗЕ О, 1603.150 O H 

ВАС", б СИР т), ИТ, О ЕЖА, Hi B 1° 
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解 就 是 坐标 过 程 Cw1,w')， 其 中 


ш) 
н) 


JE WET hgw A E ER”, wp, wF a g d ЗЕЕ HE, 


Q(mu;(0)= 02 = 1, 


证 明 E V(O, я", ВОН М АЕ 
下 ; 
X (o) 


Fo Bw) 


) CRPI p.=0). 


БАРН BUR OSPF AOF w, fb3y 4815 (>) P Fb 


ЖАН, АТОЛ Е я РАНО, F e РӘ" т, 9, (WETO) 
HREH. Ke w Eg (уү“*ту Brown 运动 。 而 (3.15) 
4ш) = асі, шб унт) +В, шоа, 

PEEL Сию. ВЕЕ ЕЊЕ. 

命题 53,T РЕ (3.15)А. A 2 ЛЕ НЕВЕ, МНН 
Эх, рх 为 初 值 的 任意 两 个 解 有 相同 的 分 布 。 特 别 地 ， 如 果 
坐标 过 程 在 P 下 是 解 ， 则 a.e.dP 地 它 在 PC。|]wo=x) 的 正则 条 
件 分 布 P, 下 也 是 该 方程 以 x 为 初 值 的 解 。 

证 明 必要 性 显然 。 今 证 充分 性 。 由 引 理 3.7， 我 们 不 9 
JE Mu К JOET, BOWE, Om, СИРТ) É АА Bç Pf Fa 
G 3200》。 设 此 空间 上 给 定 了 两 不 概率 已 及 五 ,使 (too to425 是 
ЗУ. ІБ) ТЕСИ", # РИТ), ЖЕ. dir), Р) Е НИЧ" r, 
BPOW, ER WET, P ER СЕРЕРЕЯ >, Ш 
且 满 足 

Ребе Г» = РЕ? EDSK (v Tre gecçcR3)), 
我 们 要 证 明 ор F By 2y fi УА P 下 的 分 布 相同 。 


对 于 лежат, РЕ РСА = x) 的 正则 条 件 
Э Р(х, АЎ РВС А), ЖЕ РКА] = хә), И PA). 


A 


12) 


‚Т =?) 
Can ИҢ E[ei* [ш в $1 I*r ; 


у" = 


Ж |р, эн (dx) = РС.) = 1, 因 此 


Fe( . A Саз)=1 (а,е. д), 


所 以 集合 T= ш) 不 是 PZ Brown ja зу} н 2 W| E. НТ 
аз, юзе FAP) 所 以 存在 ФЕ Zg tE 


m 1 
Е| (| баз, шор 一 $1145) А 1| 


[> apu 


= 165,92) EP lepet Ono), 


因此 有 一 个 于 到 (不 妨 设 就 是 ФУ"), {Е 
их. абз, ои) -pg lare {РТ} о =1. 
ЗК Г», ВАЗ хе Г, UT, Си PWE, RITE 


acs ш) = Фу |.» lacs, wi") -Emap (Р) 0, 


从 而 对 于 已 及 P Brown 388 w 可 以 统一 地 定义 积分 | ас, 


ибо» [фра 的 P 及 P* ВОИНЫ. НА 


t t 
D, = С ш) = ші) f als, w ydw) :| Bis, wih) Yds }. 
G 


我 们 有 P(D,)= 1. НА | acs шуди" 也 可 以 当成 Pr 下 积分 
ЖЕРИЙ, МР Pz( Di 在 YEP Го ЕАМ, МАШЕ исх: 
рр = =I, ал [№ "ч Npe] ЖА го 
tdr B 

零 测 集 ,所 Kale. du ghol w POER FEG. DA THE Че РУ 
的 解 ， 但 是 由 引 理 3.6， 我 们 有 有: а. ede ДЕ Р®(ш = х) = 1, 
а.е. Чи 地 在 下 初 值 wo = x, 

ШЖ ЖЕЎЕ, I ТШ dy; а.е. бм Не ty (3.15 JF 
概率 Ре АЕ, Н. оъ = x, | 

出 命题 的 假设 ， 我 们 应 读 有: УЛС 2 (W), 

PIVE A= РЕ А) (а.е, и), 

从 而 有 


РПЕА)= СВЕ Ayntcdx) 


= [Расы в дунба) -Р(ш Ос А), 
命题 得 证 。 | 

定理 5.3(S.Watanabe-T.Yamada 定理 ) у 03.1501. 
Apoa -Mo MER a ATE МЕ. 

证 明 由 引 理 3.7 及 命题 3.1, WERE. 在 GE， 
уу туу Е, ЖА ҖЫ МОЖ 值 为 x 的 方程 
(ЗАРЕ Ps FR Р. ВМ, Шер, R P, КАЛЯН, 

° ДЕ ЖИ] ел Е. НЕ ШОЕ P 
№Р 下 有 入 间 的 分 布 ( 邯 Brown 运动 的 分 布 ) ЕНЕ ise PY. 
ВЈ, ВЕ г, 


Ен, ни т) = ці? 
Сиа", ЭРО ТУ", (W) (УУ Т, ВРС 79) 
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BWT AOW nf gg ih О Pa CA x W ЕЕ 
РЖ ХР, ADAE P OWD. РАЗА, Е Ж” СУУ”) 
有 
| рк), A PY (аи 2»), 
СЕ 
也 可 写成 
Р.(А:х As) = | РЕ, АУРУ (Чит), (3.20) 
A; 


[] } 有 ЖЕ Вы, СА. РС), ЖА. 
Рус А, х А = | Беш), ADPYdw DY, (3.20) 
z 


下 面 我 们 把 引 理 3.7 的 办 法 加 以 推广 ， 把 两 个 解 P., Р, Ж 
到 同一 个 概率 空间 上 ， 使 它们 是 同一 个 概率 调度 的 不 同 “Я 
测度 (有 即 投 影 测度 }， 上 有 具 体 作法 是 ; 
我 们 定义 
ози?” 《中 死记 为 Get, w, wE), 
Qde Па 128027) = Ре, Черни, Ч 
хР" (Чи ?*), 

全 = 日 上 的 拓扑 Borel о 代数 在 OQ 下 的 完备 化 ， 

F= PWED 《〈@ 下 的 布 连 完备 化 )， 
那么 C ВЕ Е, Go, ш) о" 在 Q 下 的 分 布 分 
别 是 Pz tj P... ЖЕШЕТ оО FJ (ж) Brown 运 
Ж, Я: Но’, и 与 人 at 都 是 方程 (3.15) 对 В TJ 
值 为 x 的 解 ， 那 么 利用 定理 的 假定 ， 即 轨道 唯一 性 的 假定 ， 就 得 
P oat = 1) =, А Ра УР, 作为 间 一 个 过 程 的 分 布 应 
НЫ. 

2° ЕН w (09:2, О>Вгомп 运动 为 此 ， 我 们 先 证 明 
一 个 英 系 


25| 


PP АЕ ФУ ("> (О AC ЕСУ), (3.21) 
(着 (io АЕ (ИГ) ОЦА, С РОО), 
ЖШ P MI F POE, AD А ЧЕТЕ АНКЕ. 

RELE AWET, AWE ETDAN, aY WIDA E 
Hf, 
Z wS a wE = wE 
Нар. СА хи", = W PDR ЗЕ ЖЕЛИН AP EW, ADe 

TERREA 
Pew P ADs Р\ (и, дуу (ae.dPw)， (3.21%) 
ВЕНЕ (3.21), {ЕПЕ‹3.217), | 
EW Е АТР: 
PC) = Я, аш, — ш, 
РУ, PY 是 Wiener 油 庶 ,所 以 在 PY ТЫМ ow D Jg 9, ЖЕ, 
独立 。 АН рш, АРТ ошса ар]. 
УГ, Г.Е 001970), Ris 
С = РІГ) Г Г) = (p, ,, B, eri x Г». 
БУ Нлл РЕМ СЗ. 2003 ЕД С w OE Р. 下 是 随机 微分 方程 
的 解 ， 我 们 有 
| Peer A DPY dwe 
= EY Cezir РИ `. АЛЕ, 
= PLA Хр; Г, PYE Зиг, > 
=Р.САХРИГОР. (Их ЭГ, 
=P CLA x PI DOSC (Wd x Š 7 Г) СН 


ЕР, x C), 


(3.223 
记 


Бъ (p, FONT Ге (ЕЮ?! x REYD, 
ЭВ (3.220 уСЄед зт. ЕО СЕ. 
24 s> FF 
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ин 1 1 \ үш 1 ` 
дс = Tuta +! р. аА 


PWR Da t C Ë wE a A 
= (hr, Š, 'i(fu,sgulosus=i fs +g, A: 


EAL, д.) се") х Ау 6; 
m sat 时 


CESARE CPD) аА) 
= (2,, CD (и би оыс: Ў.А 


Є(р,, SOTER Y x ВС, 

НА НЕ В з ОП ЖЕНЯ S. ния 
(Wy, 

这 样 ， 对 CE О. 2DE. НАС TE 
Ж Аз ZYW, ВАН (3.222 (3.209 АНН 

PWE Ау) = РИКИ, А) Е BY (W), 

ME, ЕЖА, Ав 2, WO, A.C КИ", 我 们 利 
用 (3.20) 得 到 ， 对 s< t 

ES eT wi od) IAA А, у 


721 _ 


= Е" (ез (el, “Эрги, Ау Рша, A DIa) 


= р” Се!” ‘wi УЕ (Р, Ai) 
х Ри", d F a.) (用 (3.20)) 


= КӨ бо (А, x Дух А»), 
用 典型 通 近 可 得 ， 对 二 ! 及 任意 деж, r yf 


200-5) 


Б (ей урау ет ОКА), 
.这 就 保证 了 w ES p О)Вгомп 运动 。 
3” 证 明 分 布 叭 一 性 . НРР,Р. 邦 是 避 的 “边缘 ”分 布 ， 
所 以 | 
Осо, шу а {Н Ху x 的 方程 (3,15)) 
= P> (w V WPD ВИН х 的 方程 (3.15?) = I, 


22, 
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ОСО оу НЦ yx 的 方程 (3,15)) = 1, 

即 wi EO АО, Я, ә»), О) ПН х 的 廊 程 (3.15) 对 
相同 Brown iah w ДР. 由 定 BH 假 定 轨道 唯一 性 成 立 ， 因 此 
Q (ut) = #1100) = = l. 

内 而 可 推出 wn 与 в Ta] лур. АГ З.1, ЖЕГИЛЕ ЛУ E: 

{3.15) 的 和 解 移 分 布 瞧 一 性 ， 定 理 证 毕 . 

推论 党 方 各 (3,15) 对 于 任意 初 分 布 n ias E, НАЛ. 
道具 一 性 ， 则 (3.15) 存 在 轨道 唯一 解 (或 称 强 解 )， 沪 即 对 任意 
(О.с), Рә), CI Brown jz J B (PE В,=0, Fil, F 
Ж РУС Ш НОМ ХЕ, 《3.15) 存 在 唯一 解 X。 此 时 这 个 解 
ГЕЛЕ В Xo 与 8 的 泛 函 形式 ; 

Х=ЕБ ХВ), 

ЗЕ F(x， waj- -切中 是 (Rš x g WOT sü]. (W OR 
ЙИ. НИМ х 国定 时 ，F{x,w) 还 是 多 NY)? Я, Wi 
的 可 测 变换 ， 

HEBA №’, ww Ро, дуу, Рю, Ду), Q 
如 定理 3.3 中 的 含义 。 定 理 3.3 证 明了 Оби афо =, TA 

pwu, УВ”, о P, шир =1) 


MEE 





= pw (Гроно, Типы" т, Дю! = 1) 
-er 人 | А Pew dw урсо дао) = 1) 
зш (12211), 


因此 
PYW(BG86), e JE POS, ) 集 中 于 问 一 点 ( 记 成 Рош! у)) 
. ов], 
ERE EENE ш Дрю у 
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Р“ СР‹шю, Ау = p ool А), Pw, А) = бк (СА) = 1, 
ВТЕ (3. 2D вя, ТАС, (ИӘ 
{Р.Е А? = {Br mC A= 1: 

= {Р(ю,А) = 11 ta.e.dPw) 

ERAUR 
BRE FODE СИТ WOR АГЕ НА, Ш, М 
3.1 ВЕНЕ, AFEA, P,O 实际 上 是 РСА х WT 
[uy = x, со ДЕ ДАК ЕАР, PTA РО, АСВ Е 
x ) 甘于 (x;w) 是 多 (RD x ж (W) ° "P” 可 市 的 ,其 中 心 是 任 
лю Ежи. БИЕ 

Его ЖСК х AWO”, 

还 有 Р.би = Е.С) = Б®Р(ш, ш) = Ри) =1, 也 就 是 
«Р.Е 15 НИЕ Хх ПУ. ВП 


PY( Paw) =x + Гассе, 
ù 





+ вс, FC)ds) =1. 
Ü 
有 
t 
(ғ.с =х+ | а(в,Е„СВ))аВ, 
“Ü 


*| pe,FzCB)ds) = 1, 


HI X = 下.(B8) 是 (3,15) 的 初 值 为 x Ш. 
HFE- XEF НР яой БУВР, WAN 


t 
Р( Fx,(B)=X, ‚| а(в, Fx (ВВ, 
о 


р 
+Í ps，Fx,(B))dsl Fo) = 1. 
0 ` 
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ВЕДА ЖДО fE fi 


ИС 
Р( Fx (В) = Ху + Гас, Fx (82298, 


+ (вс, F cas) = 1. 
推论 证 毕 ， | 
这 个 推论 是 了 ，Yamada {П 5. Watanahe 的 一 个 重要 定 BR, 
EEIE FIER als Brown 运动 的 轨道 的 解 的 次 示 化 为 轨道 
WE -— PERI SG REMI TT ТЕМЕ ТА, 
例 2 CTanaka 的 例 下 ) Tanaka 给 出 了 一 个 随机 微分 方程 解 
有 具有 分 布 唯 - ЕСН Г, AER 上 方程 
dX, =sgnxXx dB, (3.23) 
(вап х= To 一 oo。 | 
首先 ， 对 任意 初 信 Хо ЛЕС, DETTE: ЕСО, F, 
(ж), PORCA Brown 运动 Bjim ge Wiener язар E 194 
标 过 程 )， 设 X。 所 在 的 概率 空间 为 (如 ,入 ,)。 我 们 定义 
O= Ü xQ, Z= х ж, 
m =O xÜ) JO x жу) 





С 指 Xs 生成 的 o RBO. WA B D Ся) Вона 运动 ， 


令 


X= М.+В,, 
ї 
| В. = | sgnxX .ав., 
0 


MI ВСЯ Browna s а Н. СХ, BEG. 2D AA. 
ЖоК, УР. НИНЕ. GJ 9: F. СХ. 
Ва, Z, C ) P) Е 一 个 解 。 那么 


上 
Xi Xo= КА 
[ИЖ X-X EATE (Z ШАХ - Хох, = t. Ha 2.17 HE 
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HX- Хо g: (r Brown 3), MEES Жи. КМ. ХМ 
分 布 是 由 Xo 的 分 布 唯一 确定 的 ， 
最 后 ， 我 们 证 明 方 程 (3.23? 的 解 设 有 轨道 唯一 性 ， 取 = 
0. WX (3.93 ИЖ, EEEF Brown js др. Я, Ш 
ЖИЕН N 02.61147 
[Ох әав= | Кьюб #0, 


^ї 
TE I CX ,)dB,= 0ҳа,е,арР), 因此 
= 


г: 


— sgnX ,dB, 





t t 
=| sgnC-Xsap,-?| La X dP, 
19 do 


t 
= | sgnC- X48., 
» Ü 


TER РУХ, = ХОТ (ЖИ X50, ХХ Æ Brownja 
8). MEX., X BES ЧЕ MERNE. 2D РМ “个 
Brown 运动 互 的 解 。 这 说 明 轨 道 唯 -性 不 满足 . 
例 3《Girsanos 的 例子 ) Girsanov $ Hi r- -ARRAIS 
WE EERIE РЕ Я Т. RANER MA b e 
[ f= ПА“ О, 
70) =0。 
ТЕ Oz ат В.НИ Л AE] 09 92: 
T= К = ант, 
Cirsanoy З ВВВ ВУ Ж НИ ВО Ж. 由 F dB “Я 
当 于 ” 1/2 阶 无 穷 小 Cao 所 以 他 考虑 方程 





| х.=0. 


这 个 方程 有 一 个 显然 解 ，X 二 0。 Girsanov 构造 了 第 二 个 解 





хов, Жип, | 2 AMAER. ЖИП Ж 
证 X OAREN. 


HÆ, Tacl, ROR ' 
E( Г. j 5 т vads} = fe (rg jeas 
iaf (васе. 


所 以 Є. 2 一 方面， 由 Brown 运动 的 重 对 数 律 


1 
:В.|" 





В. А DB __ ) 
P Tm. v 5510625 > 1, lim slogs 一 1321 


а, з КОВЕЙ д 
|В;| 94951065 (a.e, dP), 


тиш. . -~L — ep0) (a.e.dP)., 


应 用 (51.507? 我 们 就 得 到 


тї 1 = 
—l dB,= B,, 
твт . В, 


Яр 


其 中 В 为 (了 1)Brown 运动 ， FF г, д 


ЖСР ' 1 d 
o= fi gipa ° 


的 右 连 续 逆 ( 即 | Tn aB, бра) НРС <o = 1. 


I5 [* 
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此 外 ， 由 于 


t 
| Гуа = 2 fi, n a dx = 0, 
ü ` 


所 以 cebD = as WAK ANBI P НЕШ КИЙ. dini r, 是 
轨道 连续 的 ， 





取 分 制 син они 
O= umama. =. 
REGEO 
‚ Тос „ 
Ф У) 上 CU Ва | Но,» 
k 
(эү) 
于 是 pm 2L |B, I Кон + 
t t 
因此 [i emag, [Ý 1в,,1°аВ,. (3.24) 
0 š Ü з 
НБ, 


之 [Bit f Fr ано (r dB, 
-之 [В.а |® | im nd 


= У, | [СВ ,„) 一 下 -it 和 aas ‚2+ 
Е 
应 用 (1.5[1)， 上 上 式 即 是 


кз Т 1 
> В. | е ;, "Трк 
1 
-| |> | В: Пани Oh 1 ав, 


= |! рэ Вю лоро | Е :dBs 
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=| eg те {В | (3.25) 
АН 


х 19.1 fE# BC B| ЕЯ — sk B sk, 所 以 我 们 有 
(Ж у) 
t: фу 
oll B|" 
因此 对 YT ЖТ 一致 地 有 


та 
T Rz n] W 4 СТБ Е ФНО КШ ЗЕМЕ 
{єсєт — КН a.e. dP И. т 
p(y :, т dB 一 Bi)- 1. 
特别 地 我 们 应 有 
ав, B, (edP), 

由 这 个 式 子 及 (3.24), (3,25)， 我 们 得 到 

Гов, “ав. =в,,. 
这 就 说 明了 X ”= 日 ,也 是 方程 的 一 个 解 。 


А а 
{4} ds= | IP jB i net. 
: 9 - В; | 





$3.4 БЕ ЫБ ЯЯ 
3| 5.8 ЛЕ E 39) 在 (9, Я), Р E # МЕ 
(М' epe EAS, R ТЕЕ dx r yY АЖ g, (E 
<M M> =| pds (ф=рТ), 
那么 
1” 营 几乎 所 有 (对 Lebesgue W ROH s HA Pedet ф, >20) = 
1, ПЕЕ СО, Я, P) E dC Brown 运动 B， 使 
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ПЕ 
М: = | У, ВВ, (3.26) 


2° FIE s WJ: AS Lebesgue ТЕЕ FE # Paedet p, = 00220. 
则 存在 一 个 (0 , (3 P), EEO xO”, FI Px P*) 
上 存在 … 个 了 上 维 (多 :x я Втор др В, Ша 


ы 
М, = | w. dB,, (3.267) 
„0 


证 明 鞠 证 2*。 我们 不 妨 假 定 r+= 4， 因 为 在 相反 的 情况 下 ， 
HEARE P kdor aO, O: СЯ нр PREFE 4E E ЕЕ, 
于 是 它 可 以 表示 为 

Pain) = И Со) (0) Са) ee, 
= (шу, Ds мее, OIV s (07, 
Hp Va ВАЕ СЯ) нр), об, ta ОЖ а, 
уса ПАНА, РЕНТЫ НСО. 

МУЖА: V = Ф, ТЕЛ E Fr, ВЕ 

们 加 用 
Им ФФ +)! 








Zen ЙГ | 
= lim И 0 0 VT 
г L 1 
=V КА (1 = 1(8,ш)) 


1 
REE. ЯП 2", Фр 为 
Vst, 1,0, 9, 07У, 


їв, ш) 


ЕНЕН Ся nf ER, RIZA E. 
ERF PORRER D, а Brown jaz) В’. 


ЕЧ 
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м 
9 -9хо’, Z= Zx 2, 
Р=рхР’, Z=, x Fa 


—. — w 
TEMEA, я, P) үз T ж (ж), УСУ p) Brown jë 


动 B' 独 立 ， 而 是 <M,M> 并 没有 改变 。 
我 们 定妆 
В, = [ pam, + fa — вазав... 


t t 
<B: B>, = | Р.Ф. Раз + | E- ЕЧ ds 
Ла 0 


бо ЫЗ | 
= | БОРЧ» + | (Т-ЕУС)Чв= ir, 
fy . Ü 


БЕ B&F, Brown 运动 。 


(3.27) 


由 于 ФСЕ) = 0, 所 以 | CT EY)dMs = 0. 于 是 


t t 1 
| p? ав. = | ФЕРМ, +(1- ЕВ, > 
9 ü 
= | вузам. 
о 


t 
-| TT OU EPAM, =M. 
© 


这 就 是 说 ， 在 中 = 时 时，(3.26)7 是 成 立 的 ， 


REHE- MIE: Vot. KRD E EC OTHE 


1 
зар, ЕФ? = PU, ПХ 


ГЕ 
В: = | UsdB,, 


Жор В (3.27), ВА В НИС Я Brown 运动 ， 并 是 


| wa 下， 一 | (PIUTY CU ,dB,) 
Ф Ф 


=Í аав,=М.. 
Ü 


TALHE. 
WIEL, UER 
(фі), 
上 由 时 不 需要 В’, ВНЕ. 
研究 随机 微分 方程 的 器 解 的 存在 性 的 主要 工具 是 Polish 
空间 上 油 度 族 的 Prohorov 的 昌 列 紧 判 据 ，Skorohod 的 实现 定理 
及 Stroock-Varadhan 的 Ж 2725. АЕС Б, 80 解 FFARR 


Ей. 
对 于 方程 (3.15) 及 任意 FE СКА, ЖП 
а= (а}(Ф,әш)), (а*(,ю0)) = аат, (3.28) 
1 Моо, 9°} 
(АЛИ, = 22 а Чу ду; 
+ Уна „у дб ш) (3.29) 
j.) ; дх; © ` 


MELA, я, Ся), P) E а Ж СЯ арх, RIRE 
T| ж Ся ЫМУ ДЇ Жы м, 
MPIX DX) [ САРО, ds, (3.30) 


引 理 5.9 设 f 9Е С"), НМ, М, MITE мт, 

则 我 们 有 
ем, М>, = ГАС — (fAg + oA adt 
(3.31) 

其 中 нь ЖАГ Tp ЕЖЕ СЕ, ХЬЮ. 

证 明 因为 MG Ме м7, (3.30018 09 T СХ, 90 X) 
PEER OFER, m LHR № MORM 对 
СХ.) Ito 公式 ， 我 们 得 到 
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defo X pD 
= FX DAX р) + 9СХ ASX жам, MOS, 


因此 
амм HAGE, Хаг 
= СХ ‚ам! + (Аве, X dt] 
gX гам + (ара, хан 
ам, м, 
由 此 


< - ace —(fAg+gAf1. .. 1 ds 
б 
= ми ~ [IX ам -| oeX 4м\?, 
0 9 


ее УЕ, ИНА: у АРАШ ЛЕЙ. AA E 
部 平方 可 积 蒜 。 由 引 理 2.23 立 刻 推 志 它 们 应 №0, PS EHE, 

定理 5.4( 等 价 性 定理 ) 各 果 方 程 (3.1) 中 al, w), ВЕ, ш) 
在 任意 бошт 时 均 为 在 界 ， 那 么 下 列 诸 叙述 方式 彼此 等 价 : 

1° УЖАС, В»; 

2° ЕКО Я.Я, PKM |. С ОАЕ X. {Ё 
РЕ E К C ABO СЕ. НЯ ММ: СЯ; 

3° 9° 中 的 МЕ ШЗ” ЖЯ SME ВСЯ В; 

4° 2° р é Vy f€ Ck. W МЕ: ЩЖ é v f€ С", 
WH меж", 

注 2° т “уе Ch” Шарше “СС” м “ЕСО R 
С? ЖЖ)”. 此外，2° 也 等 价 于 

2°° ТЕСИ, (W) БНР Р, ЕРЕ T ERE 
Ci, шж Ме gC OWD), ЧН ME hiy X: H Ez В 
改 成 Wie 

同样 3" ,全 也 有 对 应 的 形式 3 4 ， 我 们 不 青 费 述 了 。 
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证 明 1°2°, Hi По 公式 我 们 得 到 
м = Г (2y (Х Das OAB EMS. 
34°. о. СЕ, WË ga COE elan 上 取 1。 定义 
Ў. =/9,, Tn= НИЕ, |X; >n) 


于 是 ЛЕСЕ, Ок ся ВЕН, apto, 我 们 显然 有 


f. = f. Af, = Af Ghr an). 
因此 


; tam, ， 
Ms SSX ere, ) - АХ] ~ | CAPE, X Ids 
0 


tag, 
= fal X ta) T fax] | САЎ 2С5, X)ds 
p 
+ [Хо - РОК 


МиР HEFa XD- Хо] 
ЖЕНЯ, ИМЕЕМ". 
2°<—>3°, “=” ШАА, ЛЕНЫ Hh 3° эл, 2, МУ), 
МЕРОЧЕСОЖЩЯЕЯ ОЕ. 所 以 МР = — МЕР ЖЕ 
Ш, ЛИН. CHEE SIE, НИМ $, 


4°=21°. 4 
f (x) = х; (= r= d), 


于 是 M if e м, 由 引 理 3.9 
«мі, м МИРУ, 
= Абе ху) = Cri Ax; + ху Ах, 2749, X)ds 
0 | 


= f'ai ics, xas, 
° 


(3.98), MARIRI. ЗН, ЕСО, FCF DPE D 
Brown да) B, fE 
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t А 
M, = | als, X)dB,, 
Ü 


r м? 
其 中 M=| : |. 
MIP 
按 以 的 定义 ， 它 应 该 就 是 X: Хо | BCs，X)ds， 因 此 


1 Ё 
Хх: 一 хь- | Bis, X)ds= f als, XIdB,, 
ù ü 
і. 
РН ИЙ g OW 4, p (W, XAR ife w. НЕ 
形 (2 ”一 4 只 需 用 表示 定理 就 得 到 所 要 结论 .定理 证 毕 。 


$3.5 Prohorov-Skorohed 方 法 


本 节 尾 关于 可 分 距离 可 测 空间 ар ЕЕ 
HEBEI. а де 23 E ВЕ ИЕ ЛА ТАЈ ВЕРНЕЕ EE 
的 一 步 ， 

ki (жа ВЕ ӨШ НСО, 9 СЛ) ЕЕ, 
在 а ЕЖУ: 

ТА ij, 


(3.32) 

ЖИР, P.C S (U), (f tA CS (UB ун REE, m C(L) 

EU AiE H Тусһопоу НК 入 КЕ НН РНЕ 8 ЛЕТЕ О .上 确 
E НЕА Ж, 

ао ЖЕШНЕН ВЕ 收 Sk ФЕ, ХГУ ЛЖ СЕ, 4 

P(G)=<lim р» (С, 于 是 “ОЛА d "РЖ, ИДЕЕ 


dP Pa = >) gal | | Л. С) Pa) ~ Ру(ах)) 
т^ 1 
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б, MAUERA. 

E Xn X 都 赴 可 分 距离 可 测 空 间 CU,. 多 (0),P) 到 可 分 距离 
ЕГА СУ, (V ñD ЕН, WJ РХ ВСРРХ |” %ffe 
F “УЕ fe СУ EAX DE XD. 

S (U) Ж», ЖЕ GRR WREE PEP, Р -至 
Ф, MIHE 62-0, TEREK OCU, WEIHE ЖРЕЯ, Ej 
Аў РСК.) 1-Е, 

81585.10 Рховогох 定理 ) F(A ЖЕЗ F, НЯ E: 
ЖЕ). 

证 明 ” 鞠 设 局 为 紧 距 离 空间 ， 由 Ries 表示 定理 可 知 С) 
Е С) Je sü =ë aj rh р. КАТ ЕТУ, Ui Е + 50 5 
的 。 На, H [р Ж uni m i de at hh FJ, МЫ таре 
РЕЖ. 

zT DU, № Tyehonov 定理 ， 它 同 凸 村 上 紧 距离 空间 50， 
17° 的 一 个 子 集 ， 因 此 忆 紧 。 于 是 О. P, 自然 地 可 以 看 
成 ГУТ. ЯА ЕЙР. Є, РЕЖ 
Pao GE ща 4 Рос .FCD))， 我 们 变 证 明 ， 如 
果 户 在 上 的 限制 为 P， 那 么 是 (0 SUDER R ME, Ш 
HEPPA.. РОЯ РЕ 器 (PC 的 闲 包 的 弱 紧 性 )， 

由 2, Я, ЕЛКОЮЕТЖК,, fE 

P, (К.Е, 
又 由 Pa P КОЖЕ, ВП 
РКО Pa (KOLE, 
因此 


(0 к) 1. 


B&U KCU PUP 6 uU Е P НИЕ. DT Pa, 


m=) 


一 > 了， 因此 对 任意 /EC CU? 有 
| /аР„,—|/аР- |та, 


也 就 是 Pa, CEIP. ВНЕ. 

引 理 #。11(Skorcohod 实现 定理 ) Polish ZHU, g (UD ЕЮ 
бою НЕЖИН P. 可 ГАЗЕ Ж 7ЕС([0.,11, ГО, ЕТ, А>_Еа.е. 
адс f {ШШ ЛЕ НЕ” СРЕДА ЕН. НП 

РР, Z ТЕТЕС 0,1л,.#10,11)_БИЛ{й М Хх), 
X, & | 

1° рх" (аА) = Р, P(X = Р; 

2° Ха Ха. е. д), Ж dA Æ Lebesgue МЕ. 

证 明 ”要 领 是 把 六 分 成 无 穷 个 部 分 ,并 县 把 它们 接 Р, РМ 
座 的 大 小 改变 天 区 间 " 庄 ?到 [10,13 上 。 两 边 有 一 个 对 应 ， 这 个 “对 
应 ”就 是 区 K X. 

1” 由 上 可 分 ， 我 们 可 取 可 数 个 半径 不 大 于 1/2*'! ВОВЕ SE, 
от, СЕТО, WH | 

PaaS = POSED =0 En, mk), (3.33) 
5 
558 = $, 
= СБ Ja SE ОВ, 
8; П, 


它们 的 直径 均 不 大 于 1/2*， MHS: oo RAD, RAS oos, 
的 加 细 ， 

2° ЧЕ. 0,1 РЕЖЕТ. МР, ЖА 
ЯР, С: б МР, „се )， 而 且 对 于 固定 的 天 满足 :如 
ща, eest O RJE H ЗЕЯ A Cts pL Ga sfp) MA 
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1; 1* эү 在 了 E. 于 是 


[0, 1) = U 1; Е = U и, 
Гут 


ү Ра 
ЕЕ FP ЧЕНДЕ 6, po ЖИП 任意 取 定 它 的 一 个 内 
җы, бб? FREA 
Х (ө) Su; |,. 
хи) И; +. 


rii Goe hea) 
GRUE, i) (3.34 


由 于 ХРО» Б ХЕ] S A, ,, 中 ， 它 们 间 的 距离 不 
超过 3/2*。 但 是 是 完备 的 ， 所 以 当 k 一 sc 时 Xš Co) 88 3 
极限 ， 我 们 把 它 记 成 Хо), AE AOO BAT И X (9), 
RAHIT .. TOS U U GSE, MOVER Р, 5 РМ 
都 是 0 。 从 而 那些 没有 内 点 的 上 8;,,…; Ра ТР АЈА Я, ЯО 
应 的 ,i 应 为 空 集 。 这 样 我 们 就 有 

ХХ), Хх) JERE D) 

3” 由 于 Р.Р, MEAR PERRI, ,有 


у А, = P I (8, ris) РОЯ: єн? = 501; ЮГ 


TESS, a, 的 排 法 ， 得 到 73， o, Пат, 的 相 
应 端点 。 于 是 ， 如 果 wE 区 间 内 点 集 7; ,，,: ,， 那 么 必定 存在 m= 


„б 


поб, 115909516), RE піп, 就 有 o € Pa, 1; * 按 X Cu) 及 
Хи, RIEA: IF пп, 有 时 恒 成 立 


А 1? 
记 
2, = U I 1 i* 
k=1 i 
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我 们 有 А000 = 1, MA оС o, H: ЧЕН поп 


dX (©), X WN 
KUK aD Хи) кас (ө), ХЧ (шә) 
+асх (и), ХС)? 
1 1 
SpE тд. 
因此 х. ХМ (а. е. 44). 
УВ ХХ, PR UL AX ' ТАХ. BEREX 
XPRS: с, 的 内 点 ， 因 此 对 РЕК 有 
(АХФ! ны, = А(Х'”(®) ЄЙ ни, 
= Ха) С 8 aai) 
= АСТ: үкө? a = PÑ: a = 
Ш з? ВЕРЕЯ, РИГА 
lim (АХ! SED P (SP), 
Poen 
从 而 对 任意 开 集 G 有 
lim (АХ NOPO. 


HERRE -t REA AX = P. A НАХ З 
= Pt). 引 | 理 证 毕 。 
命题 3.2C0V* НАДЯ О, r, P) 
Бай ХЕ 
(С) 对 п 一 到 地 有 
PO XP |> N)—0 (CN->00); 
с) МЕЖ Т,=>0, яп — 地 有 (一 致 概率 连续 ) 
P( sup 0 (8—0), 
It-s!<á 


则 存在 子 列 X "М, 11, 90,11, A) Е4 ажыт" 
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KX, 使 

(1) Ze Ха, е. аду» 

(2) Хх" аж. 

如 采 我 们 记 

СС) 存在 M. y>0 Е| Хм; 

C) 对 任意 了 全 0 存在 а. в, M>0, RE t, sc[0, T] 17 
ЕХ -XY Mt sl #7 ЯА СС)» (Су), (C2) = С). 

证 明 由 引 理 3.10 及 引 理 3.11， 命 题 前 一 部 分 的 证 明 只 需 验 
证 Xm 的 分 布 Papx? 在 .天 (古人 是 一 致 态 紧 的 。 

由 CCG1)， 对 任意 二 0， 存 在 上 汪 0 使 


=). ИЕА Е 
Px ою, | wo! LL} >1- 3. 


ПОЕ СС), РРЖ №220, TE ôy tE 
(п) 1| £ 
рх | ш. max |ф,—ш,|> у= 


она: = М 
1-й 
我 们 定 艾 
: ~ 1 
= (to l ss LY 站 ! -w| Enl 
ОАЕ) 
E - 315: x 
那么 


Ков, 

НК, pHo ЕГО, Г] EE — Sk 3 Д.Л E 56. МЕ 
Ж W 4 的 闲 子 集 是 紧 集 。 所 以 PE ”是 一 致 术 紧 的 。 这 就 证 明了 命 
题 的 前 半 部 分 颖 论 。 

ЕН Chebyshey 不 等 式 立 得 (C5 之 (CD。 当 (Cs 成 立时 ， 由 引 [ 
яй 2,27 推出 存在 常数 Co fE 

i 

POXP ХЧ?|<бС|+—5]% ', 058, tal-5, 

头 此 5cs) 成 立 。 命 题 证 毕 。 
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推论 + ЖОС ОН Bay 1, ШШ ГИ ТЕРС — 0, $! 

<В КСО, ЕЕ 
віх хм (|+). 

从 而 就 知道 (Ci 成立。 

证 明 ”只 需 利 用 了 (x) = x% 对 ga 并 时 的 上 是 性 不 笑 式 就 能 排出 
«СЕ. 

命题 3.2 也 可 以 叙述 成 (六 + g (W 2)) Ë IJ BE ОИЕ ГЕ 
Ao RRE 

命题 3,2′ ЕС“, gW ip ЕК ВЕЕ Р, 对 于 坐标 过 
Ew. WE: 

(i) дар РО] >М)-*0 (N=); 


(Ca) sup Р ( тах шли, уо (5—0), 


PEZ”) сс T 
那么 =, НТ. | р 
Ж А.С). СС) В | ИС, СЖ СС, 
сс). . 
证 明 与 命题 3.2 的 证 明 相 同 。 


55.6 〈 能 ) 解 的 存在 性 
定理 3.5 如 果 方 程 (3.15) 的 系数 а, 6, ВО, шу ЕО 
t 扫 了 上 都 是 有 界 的 ， 和 而 且 二 元 连续 ， 那 么 对 于 (Rd ARDD ЕЕ 
Ward h GIDE e 为 初 分 布 的 解 (X,B)， 
证 明 ”利用 定理 3.4， 我 们 只 需要 证 明定 理 3.4 中 的 2* 成 立 。 
先 解 一 个 近似 问题 。， 令 


— k 
Pa = D galrg ,ke уб, 
k=0 р" 2 


255 


Oplt w) = Palt, W), В.О, = В<Ф„С ш). 


(8.35) 
k + 
TRE S< та (Ао JEZ WD. 因此 
On CEW) = Cnttst у), | 
28 
(3.36) 


К+] 
Во) = B Ct e ) tan fe 
мо (880) 
ЕО, Ж Уб УР), CF p) Втома 5) B R. BT НОЕН BU rZ, 
РЕГ = uT E m(R5)), Ж ЕЗГЕ EN 
х, =g + ancs, хав, + | в„‹в, хаз, (3.372 
办 
fE tC (k + 1)/2" 有 时， 它 可 以 由 C3,36) 简 化 成 
t t 
x= f 2.65, Х,, k ›4В,+ j BnG М. к 245, 
0 Е: Q суа 


(3.37) 
因此 3.37) 的 解 可 以 用 逐 段 解 (3.37 R RIR. 


к К+] 
ов 5 时 (3.37 7) 变 成 了 
t k 

X = Xk + |, (о х.х }4В, 

2" АО 5% 

t k 
+ |, в (ti, Х., к) 
a" 2" 

k k 
= Хх +о(55, Хх.) 和 并 站) 


这 就 得 到 了 逐 段 确定 多 的 递 推 公 式 ， 于 是 由 X= 可 以 逐步 确定 
(3,37) 的 解 。 我 们 记 这 个 解 为 车， 它 显 然 满 足 命题 3,2 的 条 件 
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(Со. ПЕН СС). НСЗ. 37У 620, ЖИ С, 
б, ВС, ш) RPE, ц осот 时 我 们 有 
E| Xy!) ха 


ЖЕ (f enc xmas, ) 


+ r (f вас, хаи) 


t z 
<ocme(f a, Cu, хе) du) 


оства, хезу 
ест) |25], 
因此 (C$%} 满 足 。 由 命题 3.2 Ш\Л ТЕС 0,1],.#[0,1],4) 上 连续 
(Хе ‚ЕХ, EI xC" на, WH ХХ 
fa-e.d4)。 我 们 求证 明 X 满足 定理 3.4 中 条 件 2°。 
记 
нех, sai} 


10? 


FF, Ed ЕТ d ESAE 
对 于 s<!， 任 准 有 界 连续 的 Боде B (WK fc Ck, Ж о, В 
的 有 界 连 续 性 及 有 界 收藏 和 定理 和 有 定理 3.4， 我 们 有 


SORD ло - [ара Хаи РОО Jaa 
= lim п ГО) ст 
К; А" fn, Хаш) РОЭ Jaa 
= 0, 


НАТ ЛЕА а, Ba, 代替 а, 后 所 得 的 微分 算 特 。 这 
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说 明 /СХ-/(Х - [E ADOS Худая Яр Sims Alpa, 
Rh. НЕБЕ ЖЕНЕН ЕШ Е СЯ ОИ, ШИНЕ ВГ 积 ， 所 
以 定理 3.4 的 2° ш. АПФ А Е IDUR. ME. X, 
ЖЕНАМ, ВИА 8( 门 为 分 布 。 定 理 得 证 。 

记号 我 们 约定 往 后 把 方程 (3.15) 简 记 为 sDE(4,8) 或 
SDE x, (%0) Xo ЖИВ). НЯ 

aft w) = ow) Haw) = biw) 

时 ， 记 为 SDE(S Се), bC). 


定理 3,6 ik 
Ф,,, 
| : Је 


Dr,s 


而 且 在 任意 [0,;TJ 上 有 界 ， 郑 么 我 们 有 
1° SDE, MAA 34 H M м ЗОЕСа, В+ офу; 
2° SDE, RAS mE tE, НЫ 24 SDE, наф) R 3y 
布 唯一 性 ， 
ШЕН 1° Ш(Х,В›Ж (О, я CF:) PE SDE, pH AR. 
B=B- | Ф,4з, БСА) = EUaz) (AESi), 


去 中 z, 是 指数 蒜 ， 
семь, дел), 


ах, =at, w) саб, + b dt) + ВЕ, wd 
=a(,5dB, + (ВО, + а, IB dt, 


于 是 


PHE. 
2° ОЧЕН. ЗЕЕ DEN: 存在 7 АЖ Я, 
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{К оф = ватт. ERE, (то) д а 是 R R N $R Yk ЧЕ 
H Am R" 有 正 交 分 解 
В" ={х, ах= 0} paT (Rf). 

相应 地 ， 对 ФЕД’ ОШ Ф= Ф,+Ф,, Нфаф,=0, Ш Ф 可 
=й 077 形式 ， 由 于 & А ВОВЕ, (x<, ах = ШЕЯ 
РАЗ ВЕ РИ. БТА Ф. Фо ЕАО, МП” 也 可 以 选 
成 为 因果 国 数 的 列 。 这 样 аф - оф, каф, = аатп, MHG ORE 
J, АТО 在 R' d КЕЖЕ атт Ф с }Ф], [ИШ атт д A 
рак. MATAIRA i Ф. 

设 5рЕ(а, p + 4) 具有 分 布 唯一 性 。 我 们 要 证 明 SDE, 8) 
也 有 分 布 唯 一 性 。 注 意 在 1 "中 的 z, 可 以 写成 


P i 
=, = exp | fTadB, — 3| паат | 
-J0 0 


II 


exp птах, -X [7 ви ‚х)4»} 


1 i 
_- | | nraornds| . 
2 Jo 


НЕСЕТЕ. 
m ze r (xi "ОС = 1,2) Я. ЗЕЯ, m H. 
对 v re (К) 


РЕХФЕ Г) = РЕ ГУ uC). 
Bu = В -| arnds, 
© 


РОСА) = EG), ACSP. 


210) = ер ['пта(х\” - ху? - вси,х'#)з) 
9° 


to 
сл 
心 


1 + 
-5f паа? пае |, 
21, 


(Xt. ВО) м СО, ШӘ, zu) Р) E SDE ca, д + aB №, 


而 且 | 
Рихтер =еРЧ (Хе Г) = аг). 


出 假定 SDE, в + ab) R. 分布 唯一 性 ， 所 以 Xen 5 xO 的 Pt 
与 pt2) 分 布 相同 。 但 是 发 昌 在 Pu) 下 的 分 布 是 НС, я) 
在 РР 下 的 (联合 ) 分 布 确定 的 ， о х ХОЙ Е E 
EB, И; ХУ РФ! УЖИН XO 的 Po 分 布 所 完全 Ий Ж. Н 
为 XD 在 PD 下 同 分 布 所 以 XW 在 BD 下 也 同 分 布 ， 即 
SDE, АЖ. 

XE SDE, 8) 5 5рЕ(а, В +аФ) ИЖ, ИН 
SDE, MRA A A 唯一 怪 也 能 推出 SDECa,8+a@) 有 同样 性 
Жж. жар. 

推论 о) ЖЛЕ НАВАН, НЕ Ж 布 ， 

SDE(I, 站 存在 解 ， 而 且 具 有 分 布 唯一 性 ， 

О, ж, F OPE s Б ЛЕ BE x, 具有 给 定 的 初 分 
ж, Mik 8 是 初 值 为 0 的 (FF ,Brown 运动 ,那么 SDECT，B} 的 这 
ARAA, Fa lF BE) 上 (CX DA, Ch 

X = X. + B, 


i 
В=в- | вез, хәз, 
ECAY= ES) AEF), 
z, = exp] |648, хэ"ав, - f Bc, 30786, w0 as]. 
定理 3.7 НЕМ Ta w), ВО и Е ОТОН UJ o> 
HR aC 6) SER, X G, шул АЈ d x d А Е, 


воде, ЩН АНН, SDE, DEER. 
证 明 + Q= -60。 它 福 足 定理 3.6 条 件 ， 因 此 SDE, 
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1) 与 SDEKa,6+aB)=SDECa;0) 有 解 与 否 是 相同 的 。 但 是 由 
定理 3.5, SDE, MAA. М SDE, DAM. 
在 一 维 情形 (4 = 1)， 我 们 有 相当 完整 的 结论 : 
定理 3,.8 WARAS oG, FHR: аб, к) 220220, i Н. 
在 任意 [0,T] 上 有 界 ， 那 么 SDE, DAR 的 充 要 条 件 是 ， 存在 
(Q, (Яр, РМ СЯ 10) 适 应 过 程 半 和 一 族 对 i 严格 递 
R СЯ ӘВЕ ВТ, {# X. EF. Brown 运动 ,而且 
Ta - 55 (a,e dP), (3.38) 
ТЕТЕ, ХЕ SDE, О, Шт, 是 瑟 的 特征 < 和 >， 
WRA. | 
证 明 SEH., ECX BDE, ICF) ，P) 上 初 值 为 Xo 的 


Н 1 
д, HH X, =x,+ Í a(s,X)dB,. MKX): = |, а? (s, X)dsZ et 
о 


是 严格 递增 的 连续 C.F ,) 适 当 过 程 ， 由 引 理 3.1， 其 Ба т, 是 
严格 递增 的 连续 (C.F ,) 停 时 族 ，ro=0， 令 


У: =Х,,. 


HIO = S 1.9 中 定义 的 | as,X)d5， ЮРЕ г". 
现在 我们 有 (oo) = coas, dP), WERI GRH Y, EF., ) 
Brown 运动 。 而 且 
1 1 _ [Í 1 
т: -| > - |, ат хў" 

充分 性 . Жтт, X Mh (3.38), Щ Раш 20220, 所 以 
т, 大 严格 R НЕ ВСЯ. ЕЯ. JG ЕСО аж, > 
ся. БЫН, ВЖЕ. 另 一 方面 HE Y,- X, E 
CF, ) Brown 运动 ， 我 们 有 
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ХХ Ye Ув", у= A ОУ). 

<х>, =<Үф,>, = <Ү?р, =7.. 
48:3. 38) "Г Л] т, =н У, 
de, (a,e,dP5, 


|. ы 
r, = — 
ü ан, X) 


因此 


+ 
-i 1 
:| ао, @ АР). 


= ТН F, ЛТД de, 与 ds 相互 绝对 连续 ， 而 且 

Pi -| acs, хәаз, 
于 是 我 们 得 到 

<>, = асо, ха. 
出 引 理 3.8， 存 在 (和 ,Brown 运动 日 ， 使 

x, X, = | acs, Oda. 
ІА СХ, B) ik SDE, MHAE, EPE E, 
| 例 (随机 加 速 庶 № НЫ РА з ЕРЕ 

设 质点 在 直线 上 作 随 机 运动 ， 初 位 移 足 dj， 位 移 为 随机 过 程 Dio 
ЖЕ Хх: = Ipi, ВЕ КЕ аР, (Шау, = a(D,)dBp, P 
Ж B k Brown 运动 )， 基 中 ах) н WW fr E FOR. ЛЕТ 
庆 种 随机 运动 是 存在 的 ， 也 就 是 要 证 明 随 机 徽 分 方程 


К, Da 4 (3.39) 
dX, =а(0,)9В., ЖЇН Ху 
ЗЕЕ. ХИ, ИНО, НЯ 

ах, = a( do + | x.as)an,. (3.40) 


[2 
= 
L 


对 于 这 个 方程 的 有 和 解 条 件 (3.38) 即 是 











г, = | 1 _ ds (a.e, dP), 
паа, + | "Xx qu 
° 
所 以 
Pf t , а,е,а\= 1, 
t afda + х„ач 
© 
НП 
рі +, 2. Е --—, а.е.4# |= 1, 
a(d, -f х, +,ds) 
0 
记 
Zi -| x. 4,95, 
[г] 
于 是 我 们 有 
— 1 = š z ү 
A Хобе) ae.dt) = 1. 
设 AOO 为 确定 的 国 数 : 


Абху = [eas +z)dz, 
n 
НБ АТС, MWA 
Р(| Хх. ds Аб saedt)= 1, 
0 


p(z, = АС {Г х, аз), е.) =], 


因此 


我 们 也 就 有 


Р| а, а.е,й\= 1, 
(es 人 Х + ds)) 
0 a 
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НЕЕ, Z, CF i), P)Brown а B H 


| Ë, = 一 一 一 一- - Е ур - — 
МЕРУ» 
` 9 

р T, = 0 


确定 Tis WEB АЖ G.. x u 
广 = Ве.» 
= ELIP 
于 是 Ti 三, 满足 (3.38)。 由 定理 3.8 推 出 天 是 (3.40) 的 解 . 
于 是 
р, =d+ | x.ds 
是 (3.30) 的 和 解 。 这 就 证 明了 随机 运动 的 存在 属 . 


83.7 ЗОЖ Ito ВБ Нод 


令 
blxy = br) +(x- a}, 
Жр PCO EBR), S 一 的 是 在 < 点 的 单位 跳跃 函数 
1, хуа, 
H.G) = [ (3.41) 
0. х<а 
的 形式 微 商 ， 它 是 一 个 Schwarz Ех БИР МЕШ: VIEL, 
[оого - азах [усан E fca). 
1 X ЖЕ E, pi 为 它 在 * ARR. RITER 


[rex овох, -ads=| fCX DHX.) 
Q в 
=[ьглоран. со = еда. (3.49) 
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[ecx Yap + [Бох эз 
(ЖОЕ. 形式 上 它 也 是 По 过 程 ， 不 过 器 是 奇异 的 ， 即 2; 
有 1 图 数 ， 我 们 称 它 为 广 交 о 过 程 。 实 际 上 它 是 一 个 Ito 过 程 
加 .上 一 个 特殊 的 可 积 增 适应 过 程 L+. 
如 果 X, WEJM Ito 方程 
dX, =0(Хх,)аВ, +5(X ,Ydi, (3.43) 
ХЕ В BJ SDE(c DR 和解。 实际 上 (3.42) 
就 是 
dX, = СХ, dB +b(X dr +91, (3.44) 
在 第 六 章 中 我 们 要 讨论 此 类 方程 (在 第 六 章 设 a。=0) , “š 3 235 
于 在 2 好 设置 一 个 芭 射 壁 。 
显然 ， 我 们 还 可 以 设 
Бх) = р(х) + Ха-а), (3.45) 


这 就 相当 于 在 al an ЕН БОЯРЕ, 

下 面 我 们 对 (3.,43) 中 的 针 给 出 Ito 公式 的 В 一 个 形式 ， 即 最 
ЖНА. ЧН 5. 

七 既然 满足 (9.44) ， 那 么 对 /EC* 有 Ite 公式 


x ах XOX tof XV — (3.46) 
右 方 了 解 成 
FOXO СХ зав, +X dtt ALD + CX Ot, 
Н 1+ 只 在 {X,= 4a} 上 有 测度 ， 所 以 由 (3.42) 


t 
| гхо = уота, айл 
心 б 


= /' (аў = fx ax, — ads, 


于 是 (3.46) 的 碳 方 也 可 以 了 解 为 
FOXX DAB, + DAD + EI XN, 
这 样 ， 我 们 有 

定理 3.9 设 5Cx) 为 (3.44) 所 定义 ，X 是 SDECo,5) 的 解 , 邦 

АХ, НУЄ С 
ох) = Р ХОах, +X dt 

在 这 个 по н b aa TARA Š Ый. ЗХАНЕ Ар 以 
推广 到 多 维 以 及 所 售 有 其 他 更 为 复杂 的 广 浆 函数 的 情形 中 去 。 

如 果 三 是 两 个 凸 国 数 之 差 ， 那 么 FCX 1) 仍 Æ ЕРЙ, К 
KRA H Ito-Tanaka 公式 给 出 ， 在 了 更 为 特殊 的 情 形 ， 忆 (xz) = 
ха, На: (x), ЩН Ha OAG AORE, ЯВА ЖА. 429 М 
定 又 ， 可 知 这 时 对 于 (3.43) 中 的 天 ,Ex 的 Ito-Tanaka 公式 可 以 
НОЖИ Ito 公式 

РКХ) EF ОХ DAX, + 5-Е" СХ, 
Ж F” {Ж ó ва. 
zJ 题 

1. 设 定 理 3.2 的 条 件 满 足 ， 而 且 м, = В, (Brown јд 50), 

А =, ЯВА Р т, 必 存 在 常数 Cas 使 
EXPP EAE X | ес, 

2， 设 线性 常 系数 方程 4 区， = cd8, tbX ,di HX BJ МЕ 
Хой: 362-018 Ее" соо, ДАЖЕ, £ 3550, 
使 得 Бевх оз. 
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3. BE dX,= (X QB, +b X dt Ж оо ЯЗ С 
ЭК), b(z)2 Е ЕР] СКО + 1х1), ҮЙЕ ау, = К 
ав, +4КҮ.9, WME Yo = Xo ВАЙ 

1° EX D" EY LI", 

9° ЕЛЕЕ ofk Eeti, MFE >E 

sup Eesti os, 
[8:2] 
4. сх ВЕ, ЕВ. ПЕК, Х* 是 

х,=х+ os хаяв, + | 5‹з‚х yas 

$ {+ 
М. MATERS СО", {# 

EXP- ХС ху $) 

«рр, Бул, 


5。 用 车 问题 的 叙述 方法 重新 证 明 命 题 3.1。 
б. Ех) 0,0, ш (R), ХЕ 


ФХ,=оО(Х,)4В,+Ф(Х dt, X y = x 


HRE REX ЮРИЯ 40020 (УЕ. 
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第 四 瘟 ” 齐 次 马 氏 型 随机 微分 方程 


本 章 讨 论 齐 次 马 氏 型 随机 微分 方程 ( 记 为 5рЕ(ОС+)›,РОС, уу) 
а4х,=о(х,)аВ,+Ь(Х,)@, (4.1) 
共 中 осо во р СВО АВ d x r Mi EE 2 Ski he, В 
Æ т ҖЕ Brown 运动 。 
TES ЕН, Иса, х), РСР, х) МИН, НН 应 的 
За. ПЕНИЕ, 所 以 在 术 章 中 一 般 不 去 讨论 它 
іП. 


34.1 解 的 存在 性 与 分 布 唯一 性 


在 SDE(ct :2 的 解 的 唯一 竹 的 讨论 中 ， 需 要 一 个 重 要 
的 分 析 工 有 具 : 奇异 积分 的 Ls thik. 由 于 证 明 相当 长 ， 我 们 只 引 
用 它 而 略 去 证 明 。 这 就 是 

5| 理 4.1(Stein-~Fefferman 的 Lp 估计 ) ш d Brown ja Я) 
HARAR) C): 


a [a-a 1 ly— кы 
(всю = |7 fagar- )уаодуй, 


ШЕ ж Р 21, Я 





"о <С,|/], (У1е СВ“), U.D 
ор 


Hek 指 工 , 模 。 
与 引 理 3.7 的 考 虚 相 类 似 ， 在 讨论 (4.1) 的 存在 唯一 性 了 时 不 
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БЕ ХОСИ (W! Б АШИ е, РЕН 命题 3.1 及 定 
3.4, (4.1) 有 和 解 卫 具有 分 布 唯一 性 ， 当 且 仅 当 在 CW 
多 (WY) 上 的 唯一 概 素 P,， 合 
Р,(шу= х) = 1, (4.3) 
ЭЖ НМЕ Ж/ЄСЇ, HPE 
Mi =f w- Z (to) 


И 
其 中 
(АЙ) = 总 De + Уно й 
а(х) = и) соо бо, (4.5) 


定义 4.1 WEW gW D БЕР, 满足 (4.3) 和 (4.4)， 
则 我 们 简称 Р, ЖАНЕ ОЛ (асе, 
记 
(ху a,b)= (P., P, ХИН М а) о} 
HWRE. НСИ СИ ЕЯ, (WEDA ЛУ ЗЕЕ 
过 程 X (tu К ww.， 则 相应 的 集合 记 成 УЭ” (хо; a,b). 
定义 4.2 ЖЖ YER’, Pa, b) Иэ P., 
MW #& Г Ж в [j B ес, GE Ye DMa ae, DOODDE 
жЕ ВУ. 
下 面 的 可 测 性 引 理 需要 用 Xuratowski 定理 : 完备 可 分 距 离 
可 油 空 间 (U ,多 (0D) 的 某 个 Borel 于 集 到 完备 可 分 距离 可 袜 空间 
(V , 肥 (VD)) 的 一 一 在 上 可 测 变换 的 道 变换 必 十 可 测 的 。 
这 个 定理 的 证 明 可 妙 见 Parthasarathy; «Probability meas- 
ures in Metric Space, 
3 引 理 4.2( 可 测 性 引 理 ) Заб, х ӨЛЕН srl, X 
УЦ Чї (або, ДИР. ECER НС СИ $ 3.5) 
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的 可 测 变 换 。 
证 明 首先 注意 到 我 们 有 存在 可 数 个 {/,} 忆 C3， 使 对 任意 / 
ECE 及 :>0, 存 在 fwE{f,}， 满 足 - 


И ‘gf. Of. 
oe 


и и, 
pyrr Di 
HCE n Di 的 一 个 可 数 稠 集 为 {9% 9》 ,其 中 tri} 为 全 体 非 负 有 ` 
HA. 1 
$={Р: P€ 2(W*), frfE x€ Ri, РЄ (хр а,Ьуу, 
HFR нЕ (х), RTE 


ё=\) [| {Р: PG = z)=1, 
ZER fe "к, rzi 
ЧЕ 00, #13 


ЕМУР - М9] = 0) 


П.П [> (о -х1<2) = 1, 


уг: вым 1 ЗЕД k= 1 


fa! trí) 


в) 
ELCM,, -м,' эв„' 00] 0) 


U fr: Р(1-х,1<2)- 1, 


r чт liu] 


я) я} ти 
Егем," -м, )o。 (#23501. 


由 于 花 揪 号 中 的 集 是 .FCW 中 的 闭 集 , а Е: 
Borel ЖЕ, 


EX R: Ш hk: 对 pe 2, 4 
h(Py=x 《如 果 РОК = x)=1, 
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对 于 R* 中 任意 闭 球 S， 我 们 有 (相对 于 儿 》 


#145) = | }{Р; В(Ру=х) 


теғ 


= | JíP: Pw = x) = 1] 


РІЗ 


-yle че) 


Ея 1тЄ г 
-A Y, ыы) 

所 以 乒 1(S) 是 ,25 久生 的 Borel 子 集 ， 并 且 也 是 多 的 Berel 子 集 ， 
нжат в EZH R° 的 可 测 变换 。 又 由 于 假定 ТН 
лба, DEEE, k EREL), A i Kuratowaki 定 
理 推出 其 道 变换 h СО Е пру). НЕХ оо = Р,. 这 
样 我 们 就 证 明了 已 : 对 x НИНЕ. БЕ. 
‚ М ascot, 且 o(x),b(x) 可 测 ， 局 部 有 界 ， 若 缺 问 
ДО (а,Ь) E, MSDEC CG),b(*)) 有 和 解 且 有 分 布 唯 一 性 .反之 ， 
Я SDE (O), PODRA С, ИЖ АЯ Mma, DE 
Ж. 

证 明 RGP XER ДН (а, О, eA R° Б 
率 分 布 。 由 3 引 理 4.2 

Pr= |р, PKdx) 

AAE Шс“ BOW DERRE., ТЕ Py ТА 
Же, MÆ SDE), PODAR., Ни З.1, д РЕЗ. 
问题 的 适 定 性 便 得 解 的 分 布 唯一 性 ， | 

БЖ, АП 5рЕСС С), 5С) АНКЕ — ОЙ, Лр Z. Hi 
Е НЗ. AAR ол Са ‚ЬУ АЕ Е. 

引 理 4.5 ШР.Е Са т Ж PEC9 О. 
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РСА) = PYG), Жр 0, 是 推移 算 子 : бью. =ю.... Ш 
PYD РСА] ЖЕНЯ. MWA 

| С Pal POE из а,б)}у= 1. 

证 明 出 Doob 停 目 定理 ， ОБЕ МИР, 是 
(Ян. (И ОЕ ШИНЫ, ИЖ VAEZ, ТОМ УЛ 
Е. (WOR 

.. Е.М, - МУ, (8.1.1, = 0. 
алая, (WOHER. ММ 

ЕСМ, М.А, edP), 
也 就 是 | 

Е.Г СМ? - MD l|. . И 1=0 a.e dP), 

H Pt 的 定 交 并 用 旧型 逼近 ， 我 们 从 上 式 推出 
BWUOMUD - МЕТ. =0 (а.е,аР,), 
又 AE 多 ,CW 中) 也 可 任意 取 ， 所 以 
BoM MOD BW У]=0 (a.e,dP,), 
因此 . | 
РАМТ РВ“ ЖСЖ, (ИО) } = 1, 
У ЕЙ ча Я ЮО, а СИР) 
АЗГ Сю) = w RE а, Сш"), S Wiar), AG. 18>, 
我 们 有 :，a.e.dP, 地 | 
工 = Рё (в) = PUW, FCW’) = Enp 
=ЫР'"({ш/, wri=wr}) 
= PU(871/6i7, wyw) 
= Р" (ш/', шу = ш.) 

也 就 是 

Р,(ю' у ш. = 1, 
综合 起 来 恒 得 我 们 的 引 理 。 
命题 4.1 ЖЕ хек“, хо арх, Ba FER 
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PaP (хз а Я. УЕ СЕ 
| E f (wD = Es fGu,), 
MAIHE ЖОЖ IRC, (Уо BR т, P a,b) 对 坐标 过 程 
2 具有“ 强 马 氏 性 质 ”。 亦 即 , 对 任 疮 有 界 ЛЕ. Z eW “lu s 
EIl E WID) = Ea (а.е,4Р,). (4.8) 
ШЕН 先 设 有 界 。 引 理 4,3 说 明了 
Ps{w: BYE alw, а,5)} = 1， 
于 是 由 命题 的 假定 立刻 得 到 ，Y¥ 了 ECECRi)， 我 们 有 
| Ви = Eo JWD. 
也 就 是 | 
Es >| Br WI = Ew O) ae dP). (4.7) 
下 面 我 们 用 典型 逼近 证 明寺 式 中 的 Га. п. 
1° 证 明 对 有 界 的 7E СА), (4. ПЕ. 事实 上 СЕ 
赫 数 可 以 一 致 近似 Cr 函数 ， 而 Cr пр Кена зт А“ 





中 开 球 的 示 性 尔 数 (例如 可 用 
inf |x—y| 
со = 7647 — (5° 为 开 球 S 的 祭 集 ) 
л + inf [х—-у| 


来 近似 (x))。 用 测 座 论 典型 方法 可 推 则 (4.7) 在 了 为 多 (CRO 中 


集合 的 示 性 函数 时 仍 成 立 。 最 后 可 推广 至 一 艇 有 界 的 
ГЕ ФО(Е*), 
2° WEG. D H Ро Ут] п, 首先 考虑 最 简单 情形 ; 
了 = ии, y s<t, IER (хш) = Ir sr CIAT EP RI), 
这 时 用 1° ,我 们 有 : a.e.dPz 地 
САНА CO ta) |B) 
= Eal Er Grir, Op Ce) | Ян. |. | 
=ËEsL 9 Ir OE Oss rdp | Hes, rt) | Bere] 
= Е [9,1 WE Ip -D а 


“+, 
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= Ёш 84(1г ‚Со, E, Tr (6, . 430]. Fr] 
= Ea, Ir, (Ha) Ев Ir уб, 231 

=E, Ir, (Oa) Eo, (Tr (е, )| #,.)] 

= Eo,LEo, Cr (OTr (0:1 ,,)] 

= Eo, r r, Ce 2), 


АР ШЕГШЕ, 24 Тр azar Oe ss 8 КГ: Е (Ri) 
时 (4.6) 成 立 。 ДЕКАН п = ГО: ‚+, 
w ГЄ СЮ)" RU 05 E Я. 但 是 这 样 的 了 就 是 
多 CW 中 中 的 柱 集 。 再 用 一 次 集合 的 典型 近似 ,就 得 到 (4.6) 
рп г.с. СЛЕ SOW DARY. Mea MEM E E h A i 
的 简单 函数 通 近 就 得 汉 一 般 有 界 了 的 等 式 (4.6)。 
3° 我 们 要 去 掉 关于 上 有 界 性 的 限制 。 设 + 为 有 限 ( 罗 ， 
(и) М. Фт„=тДАп, ЯВА т, EA ИЧ. ЯП ПОШ) ДЕ 
ЗЕД HERE. РАЕН ТВС ШЕПН И) RRNA 
Ear IP spe) Ee, SEa, Стел Ба.е.Р, №). 
往 证 
Е.00. 122...) OEO E). (4.8) 
ЖЕЕ, тж, PME Fa Est] Š 
于 Ps СФ, r Fe SKOR, АШ 
(Гл) Нш EaI 4.„.)= EO gr.) ба.е.ар,), 


这 样 ， 当 n->oo 时 用 有 界 收 伍 性 及? 的 连续 性 ， 我 们 就 得 到 


Eal Ezr "1.9.0.0 - Б (01| #,,)| 
Er Er Or B+) E,(0,n| 9. >| 
+ Ez| Е (9.1.9. 0.2 Е„(8,П|.Ф,,)] 
<Е.|0, 9-0,1 + 0(1—0, 


t 
=] 
+= 


这 说 明 (4.6) 对 有 限 . 多 ,CW 停 时 及 非 负 有 界 连 续 的 7 了 成立， 四 
单调 类 典型 逼近 就 立刻 得 到 命题 。 

Е ЖА. ВЮ ЖЕ Е. Ph QOU. BWE 
(p CW ))38 Е Ех Ge), FPX, а RE (x, 2,5), 9р 
么 在 相应 的 假设 下 仍 有 对 应 的 结论 9х; ab); ТХЕ 
限 ( 多 ,CW )) 停 时 fr 有 强 蕊 氏 性 :对 任意 有 界 TE жб) РЕ 
(хр ан 

Е (0.1 BWI) = Ех, (a.e dP) 
《这 种 和 的 典型 例子 就 是 停止 过 程 )。 

《证 明 完 全 相似 。》 

НЕ, Хх: а, Бу Е ELFI X ER О Е №) 
Е. 

8134.4 (Brown g; z) PJ > 如 果 c(xz) Е АБ, а(х) = 
(XT еб [>0, ШНа(х) Бг — жеж, BIETE 620, 
使 对 任意 хел“, НН 

jetix) -i = а, (4.9) 
IMAH є 充分 小 时 拷问 题 Ой Са, Оа я. 

证 明 ”由 定理 3.5 推 出 著 和 问题 92,0200 АЕ TE 9х; 1,052 
=, W Brown 运动 的 转移 密度 为 区 tx 
其 预 解 式 为 

К.Ў (х) = [ес hoc, rp) dydi, 

ЖЕ ро 及 任意 f e L, n ВАНЯ 


рл, (е | (1.1. 
RIOEN | [Сева (Тайн) 


«ау, в 








r ы 


“еШ М е xy)ay| dt 


{(2лг)у* d 


= 常数 。 ee at= lfl 64,200 


(у,<со, SHARH p>d/2). 
设 PrE Pa, 0, f€ BCR), X Pz АМА КРС 
Ж ¿720 和 x ) 为 


пер = | et вый, >, 
因为 P 是 航 问 题 和 (ay0) 的 一 个 解 ， 所 以 对 7E С: ОЕ Са 
数 类 ) 有 
Enf Cw) = feo) + B | САР, 
用 分 部 积分 便 得 | 
денс = FCO + Б. | etCAD = с) + САЛ, 
特别 ， 如 果 fE R, Со, ЖА Л АЛЕ Ch, ПН Е EH 





АСАР = Е De?) Эт, н ). 
对 于 Laplace 算 符 A， 我 们 就 有 
(2f- 5А!) 
= Гео + (Ума а, y 
= ; 
MSE RAQ 8 C2), 注意 到 (4 一 二 A )R, = 1, 831 
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= 1 г} hii- FRA 
Bh) Ratt {Уса ии, GD 





PHH. 10)” (4. R34. 1L ERREA 
12 
асв) |е, lal, + рар С, ПЕ, (4.19 
共 中 p>d/2, 而且 
Риф, = sup SPI оо 
Пар ll, “е 
ПЕШ Alel ос, 也 就 是 说 A2C1) 可 以 看 成 为 L; 上 
的 有 界线 性 泛 函 ， 为 此 我 们 对 作为 方程 
w= x+| осо,)ав, a.e dP) 
的 解 的 坐标 过 程 刀 - ТЕЗДЕШИ t, 
w = 259 + к. ла Т-к, _ ‚1900, 


Ё 
XMax +f oew dB, 
° 


Ж, Кар, E SO. СЯ ШЕ ОХ"! № OMEP E 
的 分 布 РҮ" 59 96 ЯН] Patty ERT 记 РҮ" Сю; у) Ж 
РУ tp Wad 


的 正则 条 件 分 布 .由 于 当 1E | 二 -一 3 +1 BEX 人 可 以 表 成 


X. St +o (u. +. _ЭВ, 
НЕ k e OW), 放 Ро зуун ЖЕМС аби la yp, 
лао ажи, RUH 


е езе ОО к (W )24 
a" 2% * 
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t’ 


A... Ё y а dy 
‘detalw в. УЕ з Сэл) z 


z 


| ехр[- 2 Frac yt) 


х. fis. 


但 是 按 引 理 假定 ， 必 定 有 с, (Ë бег асс, ВЖ 


k+l 
上 式 右 方 < 人 ( ү: vif белл рем, Cg Oy dt 


ĉr т 


<( ey" (2ле) рея Ра. 


ас) [== твоего ai 


- > =: "коа WDA 


ё 


<(22) : aep [ен (апу, 
=F; l>. 
BRER, PEZA LOGER ELORE т ФН 
пе», =< p <o, 


但 是 PORAN Pa 所 以 
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Гар, = pup ПСО = sup JCD] 
Ни filati 
уве" 
© 
= sup llim АСР) lim sup |CO] 
НЕ т тее ШРИ реа 


ео? fee 
о 


= рар, ШУЭ] = ИЯ, 


тке LEl 


=< p> eo, 
证 是 (4.12) 变 成 
lete ТА ое, A; + аси, Ч». 


Е 
Пар 0 GR edO, aD. (4.13) 
1- 52 
如 果 还 有 另 -- 个 PE (хр as0)， 那 么 对 应 于 (4.11)， 对 于 
ве Се, RITER 


_ l, _ дЕ А 
и’ (= В В+ w (Ratt но), (4.117 


2 
其 中 


Р 


п СВЕ с^! pdt 
Ú 
АСЗ. д, LIDAH, ВИ 
[Ca 001491 
А sip RA 
= исно (ео) 


«а, + 24°С. ПА. 
于 是 我 们 只 要 选取 充分 小 ， 对 任意 hE СТ 
се-ни ии’, 


з 
=] 
> 


Eo -OPRLZ A. Bi A 
PT 
El I: 
Ї#-#”[,. = 0. 
特别 地 ， 对 于 7E CTC L,, ВН =u СР. M Hü 
[esp Саю) = [есю Ру (йш), (4.14 


用 典型 逼近 ( 即 命题 4. 105 ШЕЛ НА ИТ ЛУ ЗВУ LLORA A 
的 fE .多 (RD) 仍 成 立 ， 特 别 地 有 


Ри, ED Р.Е F) (YTEBCR'D), 
应 用 命题 4.I 我 们 推出 多 xi 4,0) 有 强 马 民 性 。 因 shr < t; 
Palwe €T í Г = ЕС, erlu, ег? 
= EsLle, er, Ez(0, Т», e Era Ft, CW) 
ЕЕС, op Fr Ге, ег?) 


= Ех ЛЬ t s Es, Iep 1, ra)) = 
= P(w, ET w Era. 
再 应 用 归纳 法 可 得 
РЕ, Е Г» Е Га) = P w, EPs We ETa). 
由 测度 扩张 的 唯一 性 立刻 得 到 Ps = Pz。 引 理 得 HE. 
与 引 理 4.4 完 全 类 似 地 可 以 证 明 如 下 的 引 理 ; 
引 理 4.5 ЖЖ ох) 连续 ,a(x)=0(x)o(x)" 之 c11>>0， 并 
В. afx) 与 其 个 正定 常 第 阵 х= (хіі), ре 一 致 地 £ 相近 ， 意 即 
latig- 51! |е (V xC Ай), 
那么 当 ЖАЛЬ, ВР 95 Са, VAE. 
0611560,1, ВАЕ ВА ЛЕ А, 
280 


Пе, Уо. 

CERE 5594.4, НН их, р, ) 

Е 在 引 理 4.5 的 假定 下 ， 当 上 小 时 ， 对 F Vx, (х; а,0) 
. Ел. 

在 这 一 节 中 ， 我 们 还 要 回 亿 一 些 基 于 推移 算 子 的 知识 。 由 于 
维 数 4 不 起 什么 作用 ， 我 们 不 妨 谍 4 = 1. (W, ОЖ ПИ 
基 检 空间 (当然 不 也 可 以 搞 成 只 0, со), НИГО, со) [НЕЕ ВА № 
全 体 组 成 的 赋 以 Skorohod 距离 的 Polish 空间 ) , 

推移 算 子 8 ,是 全 自身 的 点 变换 ，( 人 gs) =... E {Е.Б (CW) 
ЕЗІ КЛ СО.) (юу (0, ЕЕ СИ), Ш Н.Н В.Е. = 
Toylas ШЕЛ) = {W EAAS FW PLK 6,12 (Wc 
#“ , @ (W), 

对 于 --- 个 有 限 甸 ,WD) 停 时 r， 我 们 也 有 类 似 的 定义 及 关系 
式 : 

(8,ш), =. er, (б у(шу= (0,0), Та [сілу 


9; {Ел} = {8.06 А}, 071.9 (W)C.Z,,,(W). 
H Ри. № Su. OB ОЕ EFI w, ЕСЕ, ш) ж 32 29 可 
W НЕ ЖИ Еву, 有 
н, = №.) + (И. 
се АН СЯ ЧМ, ЯВА 
Ө, Wri 0 100) =1 (0. ш) 
= (0, ею, ere, ш) (4.15) 
【其 中 Па ты} [б ла). 
定妆 
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r, = 0, T HAR = (W РЕН, 
тш) = Tw) +т1(@, үш) = (т, +6. TOCE), 
„закат во але san бте nae sas kwa qataqa sas 004 тет тта ta saa ass (4.16) 
ста Z r (0, ш) = (ть +8. tr) (ww) 
= CT +0, i + tOr TOOD. 
ЕВ СЯ ОН. Е 


эр = (r, +0, 2) 
22) 


= U {т>г{,б, >t Е} 


ті 

= UJ (б-т) те, Гиз: 
т 

= U daS 0, {rt ps 
rip Hat 


Ж hoi=G-r i) + сд CZW) f BF, Orhin mtr} 
ERLE -ri WOCE (W). 所 以 
{иже p (W), 
B z, EC (W )))ËSIF, АНАН Ë B HE HY т, tB EC У 
时 ， 
记 тю) = 0, w, 于 是 我 们 有 
(0, 220 = 0, ПС) = 100,000) 
=Ü, e 000,0) = (бу m)... (ә, ш) 
= 0... r Og ЫЫ 118) 


= ты 7 = 9， pe 


我 们 归纳 地 可 得 
eplin rpne (4.17) 


2124.5 Шт JARC ОЕ, ВАЗА 
1° Ж, W) ошта) (坐标 过 程 停 止 于 所 生成 " 代 
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2° HWY = Ow) oO, ш); 


PEA такоо, Жер ta 为 (4,16) 所 定义 ,那么 有 
3° СИ) = OOTY iow DV s Вто юта) у өө, 
证 明 “为 简单 起 见 ， 我 位 略 去 记 号 У. 
1° 的 证 明 . 因 为 Wiar EB: MARITA TO OCH, e 
我 们 来 证 明 反 方向 的 包 信 关系 。 首 多 我 们 在 P 
Рош) Е m,<——> ДА! п= 1,2,-.)K Fe (ЕТ), 使 
бю) = Ею, s" У; 
| < fü) = Гав?) 
(шуан). НАК, А обе) е R, o ВАЙ 们 有 Ў, Си == 
аш) ын). ,, RE Ў, (иә) = f, Gel), ЕН ДЇ JQ Mz 
Е =r (в), RITE 
900) =}, из 8) = J, саба) = gw а), 
Б 05000) = GG, уну о), 那么 
960) = GW YE Oe arp t We EE Tw" 1), 
КЛЕН F, CG Gori) .由 此 得 证 1"， 
2° 的 证 明 。 对 任意 ,我们 有 


Шш Баз, tim > Wisa О кт з), 
+1 2 


Pawa 
ШО l< t 
s" 
由 于 
t D is EP, = 00071); 
Wirr Кб We к CO, №; 
2" g3? 
бк. kan ЕЯ = m (te* 
[Oka sk) E 1), 
所 以 


t E(w) y G (0, ш), 


办 此 我 们 有 e= ситі) уо, ш), 


3° 的 证 明 . 对 任意 t, RIA 


We = er :lm > w Ga Уук.) 


СА 


x ТР ту «іж 
20 z. 


=: ест, + Хуна 5 > Шт, + с, 1 О! тк. а} 
tlet 
т 


z 


x f ri {+1 
а 


= Wilgar, + > lim > би елга ы ‚ү 
Title 
2% 


x I -i 下 + 中 то ++ й У siti + 
Саб tes азр) 


因为 对 任意 5, (wii аа.) < € Я, ЯНА 
2 2 


ше. Те А Eglwy, 
27 2" 


XAF r 809, =0:,0(ш"1), ХН 
m Сою" 1) у0; ow Ve бро (ri) +. 

从 而 
| # С о(ао" VB а) У е Ув; TOT) V e 
НН 3°. БЕ, 

定理 4.1 Жо, а(х) = а(х)о (х) 722011220, 
b(x) 有 界 Borel "Г, ЯД 5рЕСО C d) bC ОЕ. 

证 明 存在 性 是 定理 3,5 的 结果 。 由 定理 3.6， 我 们 在 证 明 
具有 分 布 唯一 性 时 不 站 假定 b(x>=-0, +НН 54.2 我 们 只 
需 证 明 革 问题 MCa,0) 的 适 定性 。 为 此 ,我 们 要 应 用 Ito-Mekean 的 
局 部 化 方法 。 

HEBRE, ДЕТЕ со, Е сах) ес, 
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设 任意 Ps; Py C 2(x;a,0), ЖА 
Р,{а(&ш„,) = а(ху} = 1 = Рь{а(„) = а(х)}. 
4 
XE = (ді) =al) = aw) ae dP, ар); 


аш) = в, U latie та сое) e>. 
7 
记 
р, =fr ER; [| ао фа од <=] 
t> } 
hA x 的 连通 部 分 并 记 0р. 为 它 的 边界 。 我 们 定妆 
aligat), 235 x€ D: JƏD:, 


atig), Hr Єр, ор, Жф y жі “х 

580. 之 次 点 中 与 x 最 近 者 。 
КНЕЗ o ORENA A 01707), РЕЗ ВЕ, 
1 我 们 有 


aliex) -| 


[@13 (57-х (Ух € R), 
Е.Н M PEH Doob iik E, ГИМ, ,在 
Pz РСЯ. ЗВ, АИС, р, НУ f € 
С 有 
м АТ, 
МУ, = Ла) fwo) -| CAJ) Cw, )ds 


= (ш) — (w71) сера, 


2 
其 中 А) = а} GO в 由 引 理 4.5 的 注 可 知 ， 在 e 
小 的 条 件 下 对 于 XCw) w, (за, ОИЕ 76 素 Pz ЕЕ 
ошт) = 多 + УЕ. ЭШ а, DC (за, 0). 
НА Т oc), RA: 对 于 任意 Р, РЄ Fa, Жш. 
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命题 4.1 的 注 ， 我 们 断定 Foa ЖЕНЕ o", 及 有 限 停 时 有 强 
马 氏 人 性， 并 且 对 于 任意 有 界 的 7E ФОН 
ЕП") = EWI), 
我 们 不 妨 假定 z АЕН НО СЯ WOHE F, ЖОШ 我 们 可 以 
用 环 六 1 来 代替 它 ， 这 样 我 们 就 能 把 r, WAE S| PE 4.3 Fü т, 55 


一 方面 我 们 有 
Р-Р». ‚Є Я, за, 0)} =1, 


以 及 
P iP mr E FOU, era 0)F= 1, 

У №. =» Per Pur, ЭЛИК REX РЬ,РЬ. В Bü Ш 

结论 我 们 得 到 ， 对 任意 有 界 的 ?E ОЗУ 
Es: 100) = Еу. w) (а.е.арР„ } Ру). 

我 们 来 证 明 出 这 里 的 r. 通过 (4.16)? 定 М F) т„(ш)-»со, 用 
УЕ. 如 果 т.0002 00, РЖ Bln те, {Н 
Eal wD TI k- BUE, BETE МО. 0,2] 分 成 
N 等 分 后 在 每 个 子 区 曾 上 所 有 afi ЮН Ар T 5/2, h z 
ЕУ НИЕ тс ,这 与 上 的 定义 相 了 矛盾, 因此 必 有 тС) коо, 
出 引 理 4.6 的 3 我们 知道 

ОЕ А: А = (piri Го, 8, br 人 Ti 
(8, УЕ Га}. 

我 们 利用 за, О ао КЖЕ Я PO 
PAD. ATEA, RIRA ое, ВХР n>a 的 
情形 办 法 是 一 样 的 ， 

Prl A) = Ez Ter ier, EzC0, [Teraery， . Та онат, l 2.0020 
= Ет пер Вы, Стрел Гв, wiera)) 
= Б.Т. rer, Eu, (Eo, otier la, взет 1990207 


=E[Ior ez Er, (eras, En, ‚Чә, т 161,125 1227 


т 
1 
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= Ex Ia" 1er Бит Кери 1EY Ps, CW Er] 
= Е=[Тьт rer Enr, ,Cie" ег, Рез 人 人 1E FD] 
=E et 1er Er, Het 1е7 ‚Ре, ем 1 €C 太 | 
= Ellet ier, БЫ, Hatier, Pa, Geti€ ГӘ) 
=. = P CA), 
由 测度 扩张 的 唯一 性 我 们 得 到 p. = Ру. МИАН Ma, DE 
WEH. EEE. 
下 面 我 们 将 放松 蒜 问 题 适 定 的 充分 条 件 。 
引 [ 理 4.7(Tuleea 定理 的 推广 形式 》 设 之 0， 可 测 空 间 (0, 
яә Ейс Ж Ж}, ПНЕ: 
CTO СОВ “RARER, Е осо, ТЯ, 
的 原子 集 А„(ө(== Г\ A)8€ =, її Н.Я Я: K oC Q, {н 
теле. 
有 
N РА 
a V N, U Anah) => 门 АС) 07"; 


СТ.) 对 任意 nel, Е Oam- lno, A), EW AE МАЕ, 
固定 时 是 的 了 Fn Я РА: 29 o 国定 时 是 я, ТОЕ И ЛЕ 
GRAFA я... 到 元。 的 “的 转移 国 数 ”> ， 而 且 

QM- lnO, Aa. i C6))= 1. (4.18) 
MAET), TORA eQ, s) EE ЖЕ Po 必定 存在 
9， 天) 于 唯一 的 概率 调度 已 ， 使 
(1) РЕР, Я ЧМ”, BDP |+ Pat 
(2) PAO RAO, MAHER AES H 


PCA) = [Qn ln, PW), 
Е ЖЕ, AnD TAPAE Я, 只 需 在 (4.18) 中 用 YA 
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ПА ЩЖ. 
证 明 1° НЕХ: 
РСА» = foco, l; o, АР, (do) (АЕ, 


Р.СА) = fon- 15130, АУР» (da) (CAE ж»), 


ВЕНЫ, #H3 A €x, Ë НЕА, MABETO 可 知 А„_,(ш) 
Жз „- о 的 最 小 集合 ， 因 此 А109 ПА = Z. АН 
HOM- lno, AD = 0. 于 是 由 C4,.18) 对 于 АЯ. 


Pal A) -| oo 一 lino, А)Рь- (du) 


= | Paido = Pai CAD. 


因此 {Ps} 是 相 容 的 测度 ， 
令 集 类 76 的 并 为 多， 


e= |J=... 
1 


那么 多 是 一 个 代数 ， 在 多 Ету ТШ P. 对 AC ж, 
PCA)aPA)。 
ERPE? 上 在 限 可 加 。 我 们 要 证 明 它 在 多 上 是 可 数 可 加 的 ， 
2° ATHER PE e 上 的 可 数 可 加 性 ,我 们 只 需 证 明 ， 
“АЕ, An f Ф==>Р(А„) { 0”, (4.19) 
我 们 不 妨 设 (4.19) 中 的 An E Fn PREET An BRET 
Fap ШЕН п, 是 严格 递增 的 。 了 于 是 我 们 可 以 定义 


Аз, = А 


к^ Ав, е = Ал, а= Ак, 


从 而 АЕ, AE An EAKR A) T 阁 ALLE HE 
法 证 明 (4.,19)， 即 证 明 (4.19) 的 道 否 形式 ， 
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“Уп, АЕ Ж, А} РСА.) ан [| Аз”. (4.19/) 


为 此 我 们 定义 “多 未 转移 国 数 ” 如 下 : 
Ост, Куш, А) = I CQ) (25 той, ДЕЯ»; 


OM NOA) sfo- нью" ,A) 
х Обт,п- 136,407) (ШМт<и,АЕЯ,). 
(4.20) 
归纳 地 我 们 可 证 : АС, 国定 时 它 是 я, М а, 而 
且 
РСА) = [осо пз, AP (do) (A € S ИР; 


OCM, nju, А) = [оспо ‚АОСт, Куш, da” (ЧАЄ... 
(4,921) 
HF а ЕА, А.(о) ГА = Я, ТЕДА: ПА. =, 
БЕЕН (4. 21084.18) 101111 9] 


осоп + lw Ар, 1) = focnn + l;o’ As. 1200, nv do”) 


` Г. Qnn + lo An ПО, пу, Чи’) 
SOW nw, Án). 
定义 
‘Е =, 06, пз, AnD ST h 
那么 Faito WH РЄ. 同时 由 (4.21) 我 们 有 


Е Р(Аь) -f 2,000,130, An) Polda) 


0 
FaU 


SPED + | „00, n50, An) Pa (do) 


«РЕФ + 5. 
这 样 就 有 PFD 2/2, MT 


P(N F? ) = limp ED > E, 
HEE EE (ға, WREN n EA 


OOo, An) 7, 
ИН, REX 
ву =}: О, по, Ав) 2). 
那么 FAC .而 且 递减 。 同 时 由 (4.21)? 我 们 有 
э KOO, no, An) 


| = [herp QA, n0, АО, и, du) 


осо, lpw FO + өз. 
这 样 就 有 ОСО, l;o, Ра) 25/22, МИ 
Е 
0(0, 15°, Гү» узу. 


Ш> 1 
НА, Сы) n(n Еі )=#. 妈 存 在 ot А nn Fi ). 
所 以 oe досье), HAHH n21 {4} И 
| От; ut, AD т. 
一 般 地 ， 用 归纳 法 可 以 定义 
ЕЕ = (0. Qlm, no, A „л, }- 
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ит В РЕЯ. ШВ uy VL HE BH # # о © 
Ат (т), EFH пот EE r 
Qim, пуш ‚Ав gm, L s 
RE, МН 
106070) =o, пушо), А022 зат. 
所 以 o™ Аһ, ДАТ А.(о) 性 As。 这 样 我 们 就 有 
Пл." C (1 А». 

另 一 方面 ， 由 PEA "А СТО, ВИЖ 
Apl C An (67-1), BPA yy。 我 们 根据 ЕН. 
Ж” Пат. БТА (А. КЕ Т (4.197. 

ШАРТ ЕУ Барни, HW Ep kR ЖЕ ВЕНЕ ЬУ BB, 

[4.3 Ker, ПОТ, 2 (W) ЖИ Я В. 
т. һо, ХЕ Я, 9, OWD EA HA MHRI № 族 Ps, 15 


即 
P. AOD SPAO (М AGC Z, WDD, 


Ж ҤЕ xH: Н 
Paitai (n— o), (4.22) 
那么 存在 唯一 OW, (W КВНЕ Р, E Pa 的 扩张 ， 


HII 
PC(AD2=P, CA) (УАЕ Я, (W). 


证 明 “因为 验证 ! 和 Ce; 的 “ 紧 相 变性 质 ” 远 比 验 证 
(Z, WDD ВВЕЛА Pa EA С} КҖ 
РЕКАХ Pa ШЖ АЕ. Л {ШАК X 

B cA) = РСА», 
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一 般 АЕ, 它 可 以 用 Ba A. 中 集合 АП {т >п} 来 近似， 
我 们 定妆 
P,a 一 imPeCAT fr >ne 
W Ж: ЖИГИ BH S A НОЖ ВА ЕДЕ ВУ. 事实 上 
PCAN (т.п) = Py (AC {тп} 
Ри, (АГ Ти, n, 
М ОВЕ, m B. Р.А? limP CAD。 
k 
显然 在 Za WDE 到 ,有限 可 加 。 今 证 它 也 是 可 数 可 加 的 ， 
设 AmE Fa WEE 1,9,6), E Am y НТР, ВНЕ, 
НЕЕ T RITE 
Р.А) = Pal Am т.п) + Р, СА (1121) 
= іт Р, (Аъ туар (r >n 
+ Р,САъ {т->П}) 


=НтР, тул) +Р{САт 1 пр 
k>a 


=P (r an+ Pl Ami r n (ТЕЖ!). 
对 于 任意 220, ЖЕ, ÈP, G EDE, Пт, 
使 Pi Cim 1,2290) 56/2, БЕ Pa CAm) 00 со), 由 
此 得 到 P. 是 2, (W 3) 上 的 测度 ， N 

我 们 要 验证 { 严 ,} 请 足 引 理 4.7 的 条 件 ， 注 意 ZWD 中 集 

合 都 是 еу ИДЕАЛЕ 0 Сп 的 柱 集 ， 所 以 СУЗ, ОХ, 
Ру Жош Coni, gC, P, Рабо НТ 
Ав Я 

Аз) = (02, Ws=w WOKEN} 


= 门 fu”, ш, = r }. 
НЕ, n) 


| | 
显然 дата. 而且 如 果 对 YN, [Anw DA, ДА, 
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对 于 (А, о) фро RA 


m =u (Опа №), 


特别 地 


ur" 1! = йб, = wP N 
БСД ТАГАЕВА 5-а: 
B= соп, ln), 
于 是 pews pe Град, Gn. ЕО 
МЕ”. ПЕНА ЖЕСТ. 
在 引 理 3.6 №, МЫ = (070,118, V = (C O ,n- 1)5， 于 
是 (Е) = СИ), (И) = №... СИ). Hz XU SV р Е 
в, (U, таро Еее Pan, 
T wEV ET Ge) А А, в), ИЯ Fee v, AS 
BADEN 
对应 于 <3.19) 中 的 Ptw, А), 
№ Рем, тв) = 1, 
Hareli W), 
щщ Pwe, gwl, 
由 引 理 3.6 可 知 它们 满足 条 你 (To 。 丁 症 3[ 理 4.7 HW Pr fe fE x 
ЕСИ ЕР, f 
| { Pls iwa = Ёш; 


QR 1, пуш, A) = 


РСА) = [осв 1, пуло, AYP (du) (4.23) 


(AE Ba WI), 
我 们 注意 到 在 条 体 (4.32)? 满 是 в}, MEELA An) 是 想 容 
的 ， 即 对 АЕ. OVD É РЁ, 10А) = P. CA), ЖИ 
Paas PR, 
FERA. 233E НА S Е iE P B. P r k. ЖЕ, 
1 一 1 时 对 任意 AE Za (WOH PA= P. (А), ЖА Е 
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任意 AE 多 《WW 我们 有 


РСА) = [ост -l,n;u,A)P, (dw) 


= Рл Ср, dw) 


= Р.А). 
Aio ВИП Р аР. 对 于 AEZ. ОГ 
FWS, НЕР, ДАЧНЕ Е (4.22), ROR 
РСА) = Р, СА) = Па Р, СА ртр) 


=lim_ ГР; САУ. PAS 
саз lmp AN (r. пл») 


пж, ИО = уг, (WOAR РОТ, MAR АЕ Як 
ъ= 1 


也 有 РСА) = РСА). МИРР, ПЕ 

ЖАТ, ТЕНЕ. ПАРЫ Ро МЕ, МД 
要 证 明 Р, 由 :Px} 叭 一 确定 。 对 于 AE Za W, haD] 
有 有 

Р.А) = P CA тн: + P CA | тит} 
slim РСА тшп) + Пар, CAS {т np) 


w = МЫ 


im P CA Nir пуу - lim P (4 TD。 
Е Е-= 


lim Р„(АЛ тнай (rn) 
Кз» кте 
= иш Респ) = 0, 


Я: Р, НР, Е. ВНЕ, 
引 理 4.9 Fao =G(x)o (xT, b(x)€ ОЮҢ. 局 部 在 


3604 


псе ЖЖ ЕН), 


a sa (G72) олт) =). 


ЕВА ЭЛ Са„, В) О, РЕ (хуа, Р), та Жи, 首 达 


(Геп) НАК = заго, [me | Zn), 那么 下 列 论断 彼此 特价 ， 
1° Yx, ма); 


2° р-он, ух, 0); 

3" а, ржа. 

证 明 Lor 及 .3°， W оо? =а,с„() = (лт) х), 
对 于 任意 P. € F a,b), НИЕ BB 3.4 SDE n, bn ЕС, 9. , 
Са, РОСИ Я, Fop я, РУ СЪЗ Diet 为 解 (其 
中 .多 :天 多 t(WYd))。 得 是 由 引 理 4.2 的 推论 知道 SDEtcn 


ba) 85 М ЖЕ, АС, 5 Р.) = Рт). 于 是 对 于 
1715/7 ©... A 
РУ“ (т) = Pala ZO = P,(sup|u,| эп}-=0, 

WER 2*。 赔 时 由 引 理 4.8 可 知 (х;а,Ру 只 有 一 个 元 ,此 即 3 

3°=1° 显然。 

2°=>1°; ЖЕНЕ Л РУ! CE Pa， 我 们 就 得 到 
(ж, PU ов, ОРГО. B|. ВРУ DW) 
上 的 扩张 Ру, 而且 Р.Е Pia, b), ЗЕ, ЗЕЕ ГЕ Oz, 
存在 1 ,使 f 的 支 集 在 fx， | пт. TE 


фт, 
мүн = far) - (шь) - р Afw, ds > 


т. 
=ош To- | “А, и, ав, 
о 


其 中 A, f = TIN OR Эх; + > i RAMPES, 


а H. £ P R EF, О. ВЯ, ЕР, ЫРУ? ЯП], 
因此 MY BEUZ, aD, Pa) ВМ, FF 由 Doob 停止 定理 的 加 
АЖ ПЕ МЕТЕ Pa ШС. BH PoE (хуа, Б), ВИЕ 
定理 4.2 (Stroock-Varadhan) 若 a(x) 连续 ， 在 |x| an Rf 
а(х) = о (хус (хтео), (х) (БФ) НИЯ м. ХЕ 
g(x),b(x š m sk kha e F, AEK HE 
locx)! ar рех АСЕ |х]) (4.24) 
(其 中 ох) [4,100 ЭУЕ А, R p B BK S ВО), BB Z, 
SDE(G( -),b( ЭНЕН. 
证 明 记 | 
Фох) = + |с? 
由 (4.24)， 我 们 可 知 存在 常数 C ， 使 
ate) [а + хте) Сех), 
于 是 我 们 有 


AFX) = — РЭ + Ун! (бюз 
=їта(х)+ 2xTb(x) 
4 Суру Раз Та АПИ 1.9 (сох) = (1л Arj) 由 定 理 
4.1 推 На] ш (а, Р a)i Ж ЖЕ в É рү! КЄ © (х; аһ, Ё), Jü A 
АБ вю. ТЕР B 5РЕ (9 нс + 2,2. * DHIAR., tte ы а 
应 用 о 公式， 我们 得 到 
Брета), о) #00) 


Ат а. 
Ер | Г деф, ) + А(е 89) (0,) ds 


Ат 
= FE j eT Ms Аф ~ де) (шю, Yds 
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<0 (3432). 
这 就 是 说 ,当主 Co 时 应 有 
PLEY = АР рю, УГ, <l 
вет (үш, fs peti 


жерп) РЫСТЫ). 
因此 
PPT aate (п-®ос), 
由 引 理 4.9 HEI Db Ia] Na, DRE. Ж ЖОНО 1.2 Bj HEE H 
得 定理 。 
浅 1 оО, НЯ n Ed ах) = aqo)" 
оО (24 1х | п), (ОЕ СОНЯ, ВЕЧЕ 
ЕС. 对 充分 大 的 
ф(ху)=0, @(co)= co, APCXYISEAPCXY (ухЄ д), 
(4.25) 
那么 SDEcoç + >, + 存在 具 分 布 唯 一 性 的 解 。 
证 明 И Ше) К дй 4.2 pÅ CA + |x12), BH Gf t, 
比 定理 4.2 更 为 精细 一 些 的 叭 一 性 条 件 必 须 考 庶 到 系数 o (x) 
与 btx) 之 间 的 某 种 联系 ， 下 面 的 Hasiminskii 3£ 件 的 出 发 点 用 是 
投 一 个 具有 u(t]x1*/2) 形 式 的 ?(x)， 并 使 它 满足 (4.25)。 
定理 #， atHasiminskii ДЕЙН + ox) 连续 ， 
ах = or ТО (хіп, V n), 
b(xyC€ (В) НАЯ. & 
АСР) = ИК xTaCx)x {Е |x] = vw2r ГИ; 


2хтЬ 
вау = ЕО fess VE BERKI 


CC) = exp (Г всу ст, ЖЕ. 
o 
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Зп СН а(х) =1, „Н.Е ТАА АЕ xfb(xys=<0 情形 ) 


dr 


Sr [° САГ 
r ССР) | 


то АС’) 


Я-А SDECoC e J, be + Y) ff H q ЖЕНЕ. 
证 明 HE 


{(х) = «(5 ) CH, C 02-00. 








dr' =, {4.26) 


ATIE е 9а (1.05), RR сс АЖ. НОР 


1 х\? 


+ 3 {Ctra (x) + окто (1312), 
ЧИЖ К u 220, ЗА 





ЇЗ ЯП BE K u ME 
Laiu + Вч‘) =u, 
我 们 就 有 | 
aoc =. 
К, ними: 


ион’ 220, Аб" + Bury =u, и(22) = 20, (41,27) 





那么 ?Cx) 二 wu(|x|?/2) 就 满足 (4.25), 所 以 为 了 征明 定理 , 我 们 只 
需 证 明 满 是 (4,27) 的 函数 4 = uir) 的 存在 性 ， 
我 们 先 用 选 代 法 求 常 微 分 方程 
208 


u= T AG + Вы’) 

的 … 个 递增 正解 ， 令 
1 

+ 


= 1, y 


A-1! г На» 
т) 


jee a ee a nnaN 


积分 中 ， 分 恒 家 任意 常数 为 1 то? 


r Сет”) ， _ 
mosa, ‚со r, АО) a 28720, 


A(Z + Ви) = u 


于 是 
. 2 r COr’) ` 
Hn = KZG . AC у Чл- 16779977220; 
А 
ug = а, «куйе, 





ЕСЕ CO de, ACD 
利用 数学 归纳 法 ， 我 们 推 得 
опур а г г т 
о сез 1, 4099). 
所 以 Уш, Уш, Yus 在 作 意 有 限 区 间 上 均 为 -For 2k, Мы 有 
тен, титрант. жна.) 
r бе’ 
< АСЕ” у 
于 是 4 满足 (4.27)， 定 理 得 证 ， 
在 这 方面 ， 我 们 述 有 ， 例 如 ， 
定理 (Elworthy) Ж o CORE, а(х) = обо (к) тле 1.0 
СМ х| чп, Vn),b(x)€ САН ЛЯ. 如果 存在 Re 上 非 
ДОМЕ г, № оо, Гот, R. 
sup gix) 


- {тс (т<; 
lim 2м 


dr’ = со, 


H(r)Zzmtu (r) = ? |， 





<0, 


n Fa 
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WA SDE e), b DEER AD iE- tR. 
证 明 取 


1 ， № а(х) т, 
В.С) = 0, 24 g(x) > Fari 


令 rs ABIRE w. ERR GOA AA je 
аху = а(х) Ск, 0х) = b(x)B (х), 
Бат тл ТВ АТО. WMA Саа, РЕ, И.З 
ре (хут, ру 
r PP ORED SEE (gG a I, „42 
REP Gr) 


EAT 
= gix} + EY А giw, )ds 
а 


594%) + зир Agy). 
р: Й 








гут 
于 是 
or) © sup AIUD) 
РО р НС зазна 
Га в 
因此 
< sup AgCy)) 
lim РУ (rn | — Иш. wasa -- =l. 
“ в-= n 


(9188 4.9 МЕН 1.2 EEEE. 


54.2 ”有限 时间 可 能 爆炸 的 解 


їп Ж ох, а(х) STOET SAPIA a улу, 
bez) € 有 (Ra) 且 局 部 有 界 ， 那 么 线性 增长 或 Hasiminskii 条 作 就 
保证 了 在 Os7r оо 上 SDECo( + Y,b( D Е” (99898 的 存在 
并 有 分 布 唯 性。 如果 没有 这 一 类 条 件 ， 方 程 的 解 就 会 出 现 “ 烛 
你 ”。 即 解 过 程 有 一 个 灭绝 时 间 了 ， 在 时 刻 以 及 以后, 过程 以 
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HERI Hey € 38” Жукел” Сп д) ЕО. 
х 作 单 点 监 化 ， 被 加 进去 的 紧 化 点 记 成 2, 记 扩 大 的 相 空 
Їн] 5 
Rd = R3 {8}; 
F =G; ССВ, GE .多 (CR) 中 开 集 或 者 
Ас 是 Rd Е; 
909) 90), 
在 Ri у, (В, сй) Е ар): [а]. 再 记 
Wi = m= ш, 是 定义 于 -0,cc) MEF А 
的 连续 函数 ， 满 是 ,= =u = g} 
(一 般 地 还 可 不 要 求 宪 5 处 的 左 连 性 ) ,其 中 
Ew) = Ш: 0,505 

称 为 轨道 如. 的 爆炸 时 刻 ， 它 是 (多 :序号 ) 停 时 。 定 多 m. = 0. 

H Rš ЕТ, GEW, TE ИЕ, E W 为 完 
Фуре ауур. БР. W ЗЁРЕН о 代数 与 全 体 柱 集 生 
成 的 = 代数 оо Е. М W 是 Polish 空间 。 类似 地 
TEX Z WDR. ЖААК Е В ЖМИ. РГ И 中 
HARAR., ARESE, gW) LERROEI, Ew, W 
ARDEX. 

定义 4.35 (О, PAW i, gW ARLE T в XE 
Jy SDEço( - ) 8。 力 的 (可 能 A FIDI ТЕТЕ СО, я) 
ЕЕ М № РУЗ Ся), Ся )Brown 运动 8， 使 (X= 
CX 2 HILDE OX: 为 了 FF; 到 ЯН, Im B ТЕ! СЕ 
DESI 

Xe- Xos [ 0X48, + | ocx, as, 


Мі ФАЗА 
ГЃосхоав,= |, ICX DAB, GLER), 


其 中 
iD 
B it iTi EROX, BD) SDE C. ),b( 0) ЙЕ. JQ Ti X FE 
SDE(o( + ),b( + )5f6e fee. АМ ЕО. Я МЕ, НСО, 
ж, P) EJ W x. TODEA X ВУЙ КЕ Ж. 
类 似 地 也 分布 唯 一 性 概念 ， 
ЕЖ X, МНЕ, RIVA EX Tee ERREX: 
51384,10 500, F, CF), P> ЕЗ {НЕСЯ Brown 运动 列 
BY 对 递增 (FF 站 停 时 列 满足 相安 性 条 件 ，; 


лк 一 (AR) 
B', а _ Вы» 














则 在 在 概率 空 MO, Я, С), P), ETERRA 
9,9, (Я.С Рох, = x =, (=, хЯ,), P xP) 


上 存在 (я, )Brown 运动 B= (B (9,62), е. (Ë 
Вг ау = ВИ, . 
Шаң 00,77,0200, РӘ CF Brown ЕВ, ДТУ 
В, =lim ви. +B, -BoD (4.28) 


其 中 
= limg 


首先 我 们 来 证 明 (d4.28) 中 的 极限 是 存在 的 。 ЗЕ, $ 
= В 
那么 
Во л „2 = ВВ 1) о Я, со) 


= ЕВИ) IS z.) 


tóne’ 


= ВР = ВР. =, (а.е.4Р), 


ИЙ Н. 
Вуз Be 


SÊG f esa, 
所 以 对 上 固定 后 有 rs л САРУ Я, 因此 极 


限 LEAP) lim в. 在 在， 我 们 把 它 记 成 Di， 
HERD, RINES ВЕ РВС О. 事实 上 ， 因为 
вр п,, ВЖЕ. ИЕ з: 
вст, = LtdP imB Bs 1700 
= (Lalim ЕВЕ, 


= L, | (4 P) lim Bini, =t; 
п ң 


MARERE. 
‚сар 
最 后 ,我 们 证 明 <B>, = t ЗЕ, MTEC y U 5202, 


А LtdP ， ; 
Веч: Be 一 下， n СВ, 一 ВЫ BY 和 В 的 相互 


独立 性 ， 对 于 s<<! 我 们 有 
PEBR- ВЕ G s|. 
= (арнай Bs, + B. — B.. 03011 
- {-])|.#,1 
=L (аР) Ней (<В, >|! 
+В. В. а-я, 
=L (ЧРИ р EKBA; Pli Fa) 


+ЁСВ.- В. 1192-@-31 
=L (4dP)lim(gri ЛАС) r J 
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+ ЕСО ЪАЛА =e (51—540 |Ж„У—(Ф—%) 
=L (dP)limEC GAY. ЁЛ) 
-is gaT 2) ү) 
=0 (AFA ka tE, 
所 以 <B>,=4 这 就 推出 中 是 (多 ,)Broewn 运 动 . 显 然 我 们 有 
В леа Вг 于 是 引 理 得 证 。 
命题 4.2? Х=(Х,), оО, я, РУ (W 4, (М/Ф) ЧМ 
ЖЕ, HERR ,), Xe AFP ARO AMA. Ea 与 
PYEL TEn Ба МЕР, Ж 2. XÆ SDE), bOI 
ЖЕ, НЫНЕ ГЕ Ck. 


д 
мехо | AFX DASE СЯ, ), 
0 
或 者 等 价 地 对 任意 n 及 fEC?， MP C С»), 


ЖИВЕТ хп у. FEME = М, WER. а 
НН РМ. 


ВНЗ. 4 ЕАН. 
УТЕС MUC жз УЕ сї, Vn Mhe Е sns, 
БЕ, ПЖ УГЛЕ С°, Vn M e Е rsi, 我 们 来 证 明 
XÆ SDEC6( + ),Р > DÉR. 分 别 取 Ека (x = (Хуу, 
хате А1), 把 MT。 oeo Мао Hik p| tia gk МСО, НП 
л И п 
ЕЁ 
мех, -Хь- | СХ dse е 5719, 
ð 
BEMS Me, 由 引 理 3.9 可 算得 
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t 
<м'“'", M -| FLX art ITX I. ards, 
0 


ЭЗ. ТЕТЕ СО, С), P') ЕС.) Brown 运 
动 В’, АНЕ СЗ. ОТУДЕ ВЈ 


Ву’ == тобоо + ep~ амы! 
ое Б 
rt 
+] 0 -Ei(s)dB, (4.29) 
Ü 


Ся х. Brown 运动 ， 并 且 使 
t 
MPa [oca pB, (4.30) 
显然 由 (4.29) 定 义 的 В НЕЕ ЖЕ B = B Tepe PMA 


四 引 再 4.10 推 出 存在 (多 хя xF Brown 运动 
B= Bi lwo), Ф), 


使 Bi. i G) = Ве. 
BJ 4.302 P Pl k Л 


tŠ, 
му’ = | т(х,)АВ,, 
也 就 是 
X trep AoT | vx)ds=| "oc дв, 
于 是 XX 是 SDECoC JDE L, хх, (Ж, 
x =, x F’ PXP x P) LRR. 命题 得 证 
定理 4.4 Hoa) bC) 连续 ， 则 对 于 СА, ® ЕЕ 
Нун, SDE(c( + ),b( + ЕЕ СНЕ ОХ , EBR 
НЯ р. 
证 明 ”主要 起 想 是 对 系数 сх), СХ) “ЕЯ”, 压 成 有 界 的 ， 
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并 以 此 为 系数 求 得 方程 的 蓝 体 解 ， 再 用 随 袖 时 间 变 换 把 这 个 解 庄 
缩 到 可 能 为 有 限 的 随机 时 间 内 ,我 们 不 妨 设 上 是 (Rs 多 (CRS)) 
ЕВ. НЕЕ EA” Ra. MERE (х), 使 
ОРУ 而 是 后 PCO, POMOR A. HWER 3.3 nf £H 
ЧЕ СО, СУ) РЕ SDEOO( ),рЬС 7) 在 这 个 概率 空间 
ЕЖУ № в ВХ. 

令 А; = | p(X „эз. 


РЕН СЯ ОЕ ФЕ, СНА... ВАЛ, 有 一 个 连 
т БЖ Ср ОТЕ Е. {рт 时 ， 我 们 补充 冠 т = 
со. Ет, 是 ЕЖЕ ИРЕН С.) 停 时 ЕС ВЕНЕ f 
TRAE amk, к, АРКО, РАА, Я, 
НИ: т, WH), 
ЕЕ, > 
Я: = я, 1 
8, ' ШЕЕ. 
显然 X ME, ЗНС АНИ. ЗП Е НХ ВИНЕ”, Аһ 
就 是 村 证明 当主 之 cc 时 有 
lim X; =ð СВ Ив, = д), (4.31) 
Анн, ЖЕ МАЕ У 
| 6 为 Х, И хм 的 时 刻 ; 
сж X, |х 的 时刻， 


Хх. * = 022715, 
х, =f 


再 令 
6, = 6; 
S = G +, С Фү=о,+ 0 9; 
Cn 人 On tO os n= ont 0, f. 


306 


Оз= 06 09, yn 均 有 тоо, 
| Оа=+®є ОЧ", Ча{#б@„ссс,ос,,.,= со}, 
我 们 先 证 明 在 O, Q, 上 有 了 = ee(a.e.dPy, 事实 上 ,在 Q11: 
我 们 有 





г = | eas> ‚Р(Х „293 
. о бп 


= піп p (x; Г ds = >o. 


кта 
iris N п 


而 在 9, 上 
оС ds 


п 


{= Гс раз >| 
ki т 
= і x п 
2 min р(х) 5200 с.). 


我 们 来 证 明 在 O, 上 有 У (6. с.) = оо(а.е.аР)у, 我 们 不 
БИЕШ CO, 到) 为 (He ZW, ME d = КИ ин 


上 质 一 样 )。 TE Q; ETIS — B) g Is oo, ТН. 
Ön- Taminfit Eo a Q X, |>м-1.). 


下 面 我 们 估计 右面 的 表示 式 。 仿 照 引 理 4.3 并 应 用 引 理 3.1， 
我 们 a.e.dP EE FERR: 在 оо |" рох пав, 


对 于 РСЯ, ЭМЕ ШЇ ЖЕ ЕЕ СОЖ.) 
УВ, HERRE Е е7 TODA yas, 再 由 定 
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理 1.6 TAFE., 独立 的 零 初 值 Brown 运动 В, 


Tatt 
| (боус dB, = Bp, 


于 是 我 们 在 ace ЕН 
{| NL 


ао 


* ". N-L * t paa 
设 В вх — НЯ м-р. tap ata SKU 
С = supl (ATIC)? + |(pb)(x) Y+ 1, 


那么 | ” (ob)( ds | +p, 0 AEE aok 








二 ! 一 
ЕССЕ 55) 
Је 
=infit, P, = бу. 
$ 
f r. + — у — 
ла, || " БХ 248 > E] 
Је а ! я 





` 1 „I N-L_ 1 . NO-L 
>(¿ м-в) AC а = С 一 ). 
这 样 我 们 就 有 
0) 
сея Seen) 


= 
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т?т} n-i 
= lim ETI, -е(- Уу, -, ) 
к=] k= 1 


并 一 一 


— 1 
х ЕСІ, rexplon = б) | 52) |. 


但 是 
EUe antx Pn On) Ж„„) 
ач (о) 
=a. 1, 
所 以 El{loserp( - Ba- n ))=о. 


Ир Р(ть,ехр({ ~ 5) 06 0) )=0)=1. 
ШЕ o, ED (6, 0, = со (а.е.4Р), 
”这 样 我 们 就 有 | 
Опора. 
也 就 是 说 ， 只 要 wE QM HR. (о) co, 就 存在 п. 使 ба ос, Ш 
EH iz, ННЯ L 
但 是 我 们 还 有 
= cb， 
М= 
HAE ос БХ, АКНИ) J 地 大 于 工 。 又 因为 上 可 任 
ЖЕҢЕ, Мос L Xd Uae dP). 
最 后 ， 我 们 来 证 明 X 满 足 方 程 SDETcC。 3,50. ))„ ER 
fe ck, VEG An, E/R Ix = n h. WX Wik ili 
|х| п 的 时 刻 为 Sn， 那 А М! = МИ... 另 一 方面 由 于 zt 的 
严格 单调 递增 性 ， 我 们 有 
т... min pons [рО даз | "РС ра =, 


зон 


因此 rt: г Е СЯ ЕВЕ. E Doob 停止 定理 知 


, РЕ fs 
мем = AX I. D OO | Af (Xds 
ГЕ] 


ЗХ, 20-100 - И ARX, ‚>95 


v0 


SIX. , )-/‹Х„у- ТАРС аА, 
n Ü 


Ag 
=I, a y xo. [EUAN Ddu 
фа А 
ELF. №, ВСЯ. Ва. 29е SDE С, >, 
bX + >). EERIE. 
Е ”对 应 地 有 软 问 题 ， 只 是 P. ГОТ, #(W 3 E 
测度 。 


34.3 ”随机 微分 方程 的 解 和 扩散 过 程 


害 义 4.4 WERO) ЕН P x€ RW pR E 
RE, REWE: 

MO РЕН ЖАСЕ ЯНИЕ, Р„СА)ДЕ x€ RIERO 
DREES 

(Mo X FIER x€ Rt fa Psimw = х = 1; 

(Mo 对 于 任意 *E А, re «и 

Р„(ю,.,ЄГЇ#,КИ 99) = Р, (юе) (a,e.dP,)5, 

(4.32) 

Жо МОЖЕТ, MOSTEM VAP: 

(MDO 对 于 任意 4AE G (W3 BEDE, Р.С АЯ: x € В) 8 (B35 
“ГЕН Ж. 

证 明 ЖЖ Asiwe € Г}, ЯА А1 时 我 们 有 

(x, XE RI PA TY 
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=үх, x€ Р.А, {ОРГ Г). 

ЯР. (Е (Йа. МАЕ ВОН Ва ЯР. CA) 
对 = е (РЗ) яр aM bt, 

定义 4.5 М (О, 9,090, Pn X” ), К НЯ р 
递增 子 о ЖИЙ, ХХ,» X, А: Я R° 的 可 测 变换 且 
XEU ое, УМ, Р.с RIE Wg: NQ 
ER, š 是 X, ВКП o ОН. ТИ СО, я, Сяр). Pas 
ХЕ, ЗА PA U хе АЕБ, ПН. 

F= XOF СИ) 


(хи = П ся"). 
ze RŠ 

有 时 我 们 简称 X 为 (连续 ? 马 氏 过 程 ， 称 上 Yur [Т EB А. 
当 对 任意 x ВЕР. = <) =11], 我们 称 马 氏 过 程 立 为 不 断 
№, ЖЕ, 

定义 4.6 (W, g OW DO ГВЕН Р. хе АРКЕ 
马 氏 族 ， 如 果 它 满足 定义 4.3 中 的 (M1), МОЖ 

(М5) ЖЕТА хе ЙЧ, ГЄ ОДС С ре, Е 


有 . 
P ,G0 ET PF OW) = Р, (в. Гу (а.е.4Р») 
(4.38) 
СЕ: ж.) WDE БР. КАЛОО S fe О 1 
BZK). 


注 CM) 等 价 于 
(м) TES хе Ва, ДЕС ВЕС ВОНА = 
ORCI FDE т, НЕ 
Enf wpe) = EzEu fW), (4.34) 
证 明 МЫ Ip {ШЇ СМ. 9-8, 
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ЯТЕЖлЛЕхЯ,, EMS "РФ о = r Е A Е 
СМУ, 

MEELA APIP: X 1, хей да К, ДАТКА 
пы ARD IRF. 

命题 4.3 1” 若 :Pz，xE 真 4 是 马 氏 族 ， 则 它 由 

TPX, T Ра x, Г) 
= Paw C Г), 0, хЕ ВЯ, ГЕ Bh): 

Ем, 

2° (М, >, (M.D 2 Е FT, СМИ F *FE SS tre 

1.90"), xe Rš, $20, 
інт Erla Æ OVS) = Е, п 
МОИТЕ A ЖЕ Ся, ПӘ Ет Kx € 
R? H 
F(AN F (WI = E, T (4.35) 

证 明 与 (4.6) 的 证 明 类 位 ， 

引 理 4.1] 对 于 AC ЖӘЕ, Hü РОЛЛ С) Е 
МУ ВЕ pA ХЕ ЭР, 

特别 地 ， 如 果 ох), СКН Е gR Y а(х) = о(х)о(х)", 
RAAN DEE ЖАН РЕЖ АЕС) BDE, Р.С 
x € Rd 的 .多 (RJ) 可 测 函 数 ， 

证 明 1#С ХЕ, 

Р.Е F= P: РЄ (Ш), РСС), 
МН. P, ЭВР. WARDA 
РОС) slim Р „(С) А. 


因此 PE я, В, РОН, MEEF DRT 
测 集 。 但 是 ;可 以 任意 取 ， 所 以 P(tG) 作 为 PE (їз) Ж 
是 可 测 的 。 
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a= {АЕ С"), РСА) РЕ ИЩИ. 
E Wo ek 4 dg, Нил 系 多 二 多 (市 路 中 的 全 体 开 集 。 
因此 .应 包含 多 的 бук, Musai, 于 是 任意 国定 АЕ 
FW, POOE P HTAA, 

HM DEZ, HER T х->»Р„ 是 可 测 的 . 因此 复 
В PrP AR х 是 可 浏 的 。 

m4.7 W(Q 5, CA Pr ХО. h 


T f(x) = Е,/5Х |) 


ВЕП, Я СНЕ R ОҢ АЎ ОП Banach 空间 
сам) E Я ТИТ, НОМ TiS 
了,T。。 我 你 单 参数 半 群 T， DX ERPE. EMRO MEL 

EST CC REENEN 如 下 : КХЛ 


эр = [ло за, EE о | 00-0), 


对 于 CE 200, ЖУ 

%/ = g. 
这 禅 的 线性 算 子 КЕНТ, 的 生成 元 。 类 似 地 可 定 交 另 一 
Е. & 





90 = | 39, фух, СОО 7700 роо), 


і 1—0 
усо ОРЖ 
Wf = g. 
这 个 算 子 宣称 为 半 群 他, 的 强生 成 元 . 


Жж Ri 上 具有 连续 & а(х) = (а (ху), сов 
ПЕЕ Р(х) = ОЕ 


ro от Eh У Í соу (с(х) 50), 


ЖУ 4,8 (И, Они ЖҮР; x€ Rš БЕ Ж 
(Krylov ЖУ FAD 4 扩散 族 ， 如 果 对 干 任意 1E C; (R4y1B F 


t 
Esftwn - Go) = | Е.А, 285, (4.36) 
ü 
或 者 写成 等 价 的 形式 
t 
т.106) Јо = [ T. CAF Cr)ds, (4.37) 


连续 蝇 马 氏 过 程 (0; F FY, Pr X OR ЖАР, ИЖ 
{Р.Х В (W, Я (W3 yy КАА Н, ik Pr TD TS SR X 2 
API. 

СО, Я,Р)ЕБАТОРа, (ЙЛ) К Ён X ОЁ: 0 А.Т 4) 
分 布 PX5! 的 4 扩散 ， 和 如果 PXT H [Pa (PXD 同 分 布 ， 
Жүр, хе АСИ, СЗ) LET ADS, 

ха. Н Т. АО, (Po: хей ГАШ, 
MARA. 97) FUH Ж ВСЕХ 有 得 到 суст), їй Н.Я /Є 
С Жж 3 = Af, ВЯ: ШЖ АВЕ СЕНЕ, 


Ale Я, 
E РУТ, КОА Feller 半 群 ,如 果 对 于 任意 Е МСА, ` 
Br T JEC. 4 b(xyl ТАЕ, зт R ERE УРА Feller 的 ， 
那么 我 们 显然 仍 有 有 
Ale =. 
当 ах ес: ПН Са, орк, Л} K 的 篇 幅 可 以 
ШЕН А УХ МЗ BE 9 Feller СМ: CSV O), 
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命题 4.4 强 马 民 过 程 (0, я, ж), PeX EAP E, 
ERAH Е fe С; М хЕ R 
MPX- KX- [АЛК 4з 
对 于 P, Сял) ОХИ “YECA é v f€ Cz”), 
МЕНЯ ”充分 性 直接 由 АЖ ИЕНА УЙЕ]. 
POE FPE. НТК AFRE. RIJE 


Esl (ЛОХ. -/охәә- [Ара я | 
= E[r ху = [Areas =] 
= Ва, AXD- AXD | А/О „эди | CesdPa) 


= 了 TCD усх) тА „эйи =0, 

因此 命题 得 证 ， 

命题 4.5 ИН а(х), Р(х), сс, ПЕСО, 9, 
СЯ, Po X ODAFA, SHENH 

А9, (4.38) 

(ЖЖ X APERET: ДЕШ Feller 的 ， 那 么 5(x) 只 需 是 局 部 有 界 的 
ВО, и.) 

证 其 只 须 证 他 充分 性 ， H T, МЕХ, mE f oA М 


Сх), ЖА 8 T f, (x) НЯ B Sk SNJ T' >. TEISE 
@ CMD 





dT,Í р. TaT T f(x) 
dt 7 lim L 
= lim т TOO =T; fr) , 


нии. KEATSE, ан 


YT = T, M. 
得 对 + 积分， 我们 得 到 


ТРО) = f(x) = [ти сое. (4.39) 
0 


但 是 按 命题 假定 对 于 ГЕ cz HA = 97, М 
т) - ад = | Т.А, 


即 XX 是 和 4 扩散。 命题 证 毕 。 
ЖФ ЖЮЛЯ, Я, (ЯЗ), P. NOREA ОО, 


Росо хо -| 38008 (4.40 
对 于 Р. Яо. 

ЖЕҢ ”由 (4.39) 字 得 ，。 

Ж ”4 扩散 的 定 关 可 以 推广 到 一 般 的 算 子 4， 并 不 一 定 杭 必 
微分 算 子 ， 

命题 4.6 对 于 任意 xE Re 及 任意 Pz;PzE жа, b) СНЕ 
НОА aT f WR OW 3, 20) КАР, ЕН 

Ею.) = БР, (V fe Cs) 
IA Pa YERe OI IP 是 强 马 氏 族 ， 其 中 p, 满足 
P Gn =D = 1, 

证 明 УА. НЕНА ТЕМ ая. ХЕ хсл, 18 
СЯ СУ r RAA е СУФ п, REAA 4.1 得 
Сита. 1-С Ф, СИ) ЕНА ТЕД nota FR) 

Erla] P. OWI = Б„ (ae-dPz)。 


如 果 ЖИ СЯ DER, BR2 ЕЕВС, (> 
Врт, {т^=т (а.е.аР„у (т^ АЕ х, 事实 上 7 可 用 
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УЖЕ СЯ, ОВР т, НЫ, ЧЕ 每 个 取 定 值 的 集合 上 移动 … 
个 零 测 集 ， 就 得 到 与 它 a.e.dPs ARA RECE o, OWO 
тл, ДО АГН rO. тоц Б ЛТ Ся, СИЗ) ЕВЕ. 

首先 我 们 有 ， 对 干 任意 固定 的 AE (ЙЕ EA 
E 多: WIE Р.СААА’)=0. Е, ЖЕН r 
BA BER, (0 4), Ë Р.А тг, АВ, = 0. FEA 
эк U 8B;。 因 此 我 们 有 


Я. (ТС, СИРЕ «Р.И. 
由 命题 4.1 我 们 推出 

Er |F, WEDS EON R, (Wy) 

=E. (а.е.аР.), 
ЯШ, ЕСЕ, 有限 停 时 = ИНТЕР, REE 
有 
(@,.)=(%),, (РЕЖ. 

事实 上 ， 因 为 【多 )。, 是 已 完备 的 ， 所 以 (多 。) 二 (多 )。 HF 
面 ， зп АЕ 《多 )v， ,那么 对 于 任 意 有 理 数 т AC Ги} = 
В, Му, Жр B, € = r РЕМ, > = 0, 于 是 


A=(U в, Г {ет ВЕ есе. 


k 
因此 
(#„.)=(#),.. 
Fu rx Bl 8 r М СЯН 
Fe WODZE (И) Р (条 rz 


= (Рг), ,= CF, Fr, 


XAH Es, nS E, п Caie dP), ВИД E, ЗЕ (Я, (WI, 
Е 
EGRA WID = EO "| ,WY 
= Е, ,7= Е, п (а.е.аР.), 


这 样 我 们 就 得 到 了 : ЕРА СЯ (ОЙ) тє 及 хел, ЩЩ, 
氏 性 质 仍 成 站。 所以 对 于 有 限 停 时 (4.347 成 立 。 
ЖЕ СЯ. ТОЖЕ 0,xE Ri, ДЕС, (ВН. IS 
0， 我 们 取 о,=сАн. РЯ 
EG. Эн) = Ea (Eug LOOD Тон) 
=E,[(E, бо ЭГ, „Л. 


令 n—= co, 便 得 
Eyfi) = E (E, Уаш, Т, с] = ЕЕ, fW). 


最 后 ， 令 900) = Ef, ЖА 909) = 0。 于 是 
Е.Е, fGe,y= Е,9(0,) =0= Ef Wego) 
这 就 证 明了 (5M27， 因 而 等 价 地 有 (M? )， 综 上 所 证 可 知 {Ps 
二 0} 是 强 马 氏族 。 命 明证 毕 . 
定理 4.5 Ш (4.35) 中 的 ol(x) 二 0， РАЗ К ЕЕ 
HRS АГ) 9л (а, Рой Е: 和 如果 ЯНК Г а(х) = ICx) 
o(s)", 那么 后 者 还 等 价 于 ， 对 任意 初 值 x 的 SDECot - 7,00 >) 
存在 分 布 唯一 的 解 。 
在 条 件 成 立时 的 扩散 艾 即 为 
(Ро: Р.Е Px; a,b), x€ RSUP} 
= [PXD xE Ri) {Ро}, 


其 中 Хе АВЕ] [БИН x SDE + ),Ь( + DARE. 
证 明 ”由 命题 4.4， 命 题 4,6 以 及 引 理 4.2 的 推论 立刻 可 推 得 
本 定理 ， 
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推论 ”下列 条 件 之 -- 均 为 ezys0 的 4 扩散 族 存在 唯一 的 充 
ЖЇР: 

(AD eax》 连续 ， 局 部 一 致 正定 二 次 增长 ，2Cx) "Г В.Р 
№ Е 

(As) а(х) = 0 (х)00х)7, G(xy,b(x)€ Lip сах) HET EA 
HE), мч о(х) b(x) 线性 增长 时 ，4 扩散 族 是 保守 的 ， 即 有 : 
Ум, P =o) 

从 上 面 的 充分 人 条件 ， 我 们 可 看 到 Рас 说 ， 选 取 一 个 
ДЕСА, G (x) E 38 Е), 

命题 4.7 (Freidlin) дЕ fxr 非 负 定 第 阵 &tx) 有 

1° Фао) е СЕСКЕ), ЩИТЕ ссх Є Lip, 使 4a= 007; 

2° а(х) є C'(R4), ШЕЕ ох) Lipe, WE asoa, 

证 明 BERERE E Ba ВЕ H ER 

HVD a(i -EY 

EHRE pomad- E x= 0 处 的 Taylor ЖЖ, ir 
满足 HSA. 


WR E, JA {ОСА НЕА. ТАНЕ А, -(1- 3). 
2 


їп И. 
х"(1- 2)» 


= sup (1-2 хен) -cI 
"12 


Тут 2 


[| т 


тєн 


1 


因此 5 - уе Ар, ARBEO - Ё = Ураа" 
ЕЛ АЕЦ |А. РА 
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т). 
2 ba ЕЛУ 


Ж {ЕЗИП 4= 1 Н. аск) с СЕСЕ ЕИ Я. EERE x, 
选取 正 交 阵 О = (99r)， 使 | 


Ha 
a(x,) = OT | ` О, 
Hri 


Н‹ху = СВ, (x) = Оа(хуОТ + ЕЁ: 


Ф 


роу = АТН худ LO = (L. GO) = Ноо), 


干 是 HH(xYECECRD， 因 此 L(x) = Но) СС АО GER HO), 
БОК є, {ЕТШУ Уй. НЯНИ с), 
|а; оо sK. РЕВ. 30Е (0,1) (Ë 
Рх) = ATOa"(x)OTAsCK|2]2; 


Of e+) = / ох) + Св Б вн 
+/+ SK Alta, 


这 是 产 的 一 个 非 负 多 项 式 ， 因 此 它 的 判 列 式 非 正 ， 即 
Русак ex). 
БЕН A= e, е, +e; 《0; 为 列 向 曙 ， 除 第 让 个 分 量 为 1 外 其 
余 都 取 0)， 我 们 相应 地 得 到 
ToKh, из 
Chia аА, р dK; + hi ртр) 
ВК, + hi (ар, 
因此 


320 


|А | УК (hi; + УЕ; 


, I 1- О ЕО жт , 
ТУВА CE +; + h; | + Ay; 13 





ER +2 Rv h, +V hjg) чл. 
ЗК ВРЕ Е — Л 4k Е 及 о С, E 


| SCO ha +h; (一 切 1, ә, 


бо 
ijl” 


另 一 方面 由 互 =Z27， 我 们 有 


Мет, = У, Со) уь (хо) +в, к (хо). 

k 

及 因为 
н, 
Нох) = ЕУ + El, 
Ar 

ВЕЛ схо) Е ЖЕН НЕ, НИЕ, = OG =k). JS, НЕ 
Z(z 对称， 所 以 工 (xo) 也 对 称 ， 于 是 


站” O= Ir; (x ) (1; (хо +Í; ; (2) 





. =, ух) Ах) + М В, о), 
因此 我 们 得 到 
|; CG С. 
а 
а (= (01,000) = (ах) + = 07140, 

我 们 有 о, 

абе (ху) = TL (8, 
由 Schwarz 不 等 式 及 9; 与 9; 的 正 交 性 得 到 


су оТ]. VOTLE E (ХУ, 





= trL” CXD OFL (х0) 


= ми” (о (х,у) srC Бе». 
现在 我 们 可 以 让 xu 变动， 从 而 推出 
[ovr) осу тС |х|. 
但 是 当 210}, а+ е 的 特征 值 趋 于 & 的 特征 值 ， 所 以 Са +51) 5 
对 :连续 ， 即 0 ,(x) 对 连续。 令 :40 便 得 
|т,,(х)—-@,,(у)\=тС]х—-у|. 
ща ЕХ а(х) ECECR4y 时 ， 我 们 因此 有 
Го рууну Xp Tk Te УХ) 
一 
arC |х|, 
由 此 可 得 ç € Lip. 
一 般 地 ， 若 а(х) с Ска), ЗИ 


а,(х) = ах |та СР -#)4у СЕСК), 


其 中 Sn 是 及 中 半径 为 ”的 于 球 ， joscoax= 1, H. 





х|? 
p. (x) = 常数 kasu mn г: | 


ж Ж”. ЯВА а, Сх) 与 4(x) Æ S AHN FE CrO = 
а(х) 14р, А ох) ELip!*。 命题 得 证 . 

由 定理 4.5 及 命题 4.7? 我 们 得 到 

定理 4.6 ах) С?, вое С‘, сх) 0, ДА АН 
TEH- ЖЖ a(x)C€ СЕ, ОЕ С}, ВХЛ АЗ 
保 字 的。 

应 用 (Poisson Jy fe КИ ЗЕЕ) Е НТС Е 
ЯР РЕЯ ВОНИ ac) арш (х). ХС НИ 
о (ха) = охл (хот), ВОХ) НАК ССВ) ва Жн. їп Ж 
定理 4.5 ЖИРА САД, H ç.b WH К 
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件 ， 于 是 存在 一 个 不 断 的 A 扩散 过 程 X。 
ЖЕ Ca(G)，9gEC(aG) 且 Poisson 方程 
W 
и [в = 9 
存在 COHR u, REE нос) ЕХ Ея. 
Ж-Ж K, tG, 并 使 КАС Кл. М ЕС 
Pala, = 1，gn| ee=0《( 可 以 有 展 “ 光 洽 核 ” 作 卷 积 算 子 来 实现 ), 令 


Ha = 人 fn = Ацы. 
利用 о 公式， 我 们 得 到 OXD- | Саз EBR. іа 


т, =. X, K, r= infít, X, EG, 
Ф 7,17, mE 


Кут 
U(X paap) -| ftXs)ds 


Я | ОХ вв 
Ж п А. РН 
uX par) -| foX ds 
Ем. TE 
u(x) = EUX sa) Baf AX йз, 
ЖЖ 00) = С ехр(л7х), НН C.A 的 分 量 都 充分 大 ， 使 


AvCX) | regl, Vi rsg К. 


Ёт 
同样 用 to ДЕН сх, -| Av ds ФВ, 所 以 
(х) = EVCX ga) Е. ас ods, 
а 
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Baf азе, TAn X ds 
= E(X; — vx) EK, 
令 t+ oo， 我 们 得 到 Er=c2k оо, 
因此 ， 利 用 控制 收 禾 定理 ， 并 让 上 + >>， 我 们 便 得 济 
чех) = Fag XY Fs] eX эз, 


这 就 是 Poison 方程 解 的 概率 表示 公式 ， 

当 b(x) 仅 为 局 部 有 界 且 可 测 时 ， 内 要 Poisson 方程 的 解 v 存 
在 ， 则 上 面 的 表示 公式 仍 正确 。 关 于 解 u 的 存在 性， 当然 可 以 用 
偏 微分 方程 的 绪论。Dynkin，Strooek 和 锋 定 义 了 一 种 “概率 意义 
下 ”的 解 ， 并 证 明了 它 与 Sobolev 的 弱 解 是 一 臻 的， 这样 也 就 对 
Poisson 方程 解 的 存在 性 给 出 了 纯粹 概率 的 方法 , 这 不 仪 在 理论 上 
有 意义 ， 而 且 也 提供 了 解 的 Monte Carlo 计算 方法 。 

此 和 外， 还 可 以 把 4“ 局 部 地 ”扩张 为 多 pt)( 有 界 . 儿 (8) 类 ) 
上 的 “ 算 符 ” Ло ВЕ S tm F; 

215) = NE BH) Зи(х)е BO | ухе@, 


іт 
ни -| vX pds HF P ВСЮ, 
ШП 





Asune =r) (x€ G), 
并 且 规 定 : 如 果 | OXD - СХ ,ds Ну ze Я: Р.В, В 
么 应 认为 由 与 ps 等 价 ， 于 是 Aou- 应 理解 为 6 所 在 的 等 价 类 . 
这 是 Stroock 用 两 方法 讨论 椭 贺 型 方程 的 弱 解 的 一 个 基本 概念 。 
$4.4 У ЖБК 
EET aOR LR JEEE ЕН 
EFR, bhO KAR, а.о, сое, ШЕЕ 
324 


К 的 任意 案子 集 上 分 别 一 致 收效 到 a,b), X x,-=x, ЗА 
Ру BAR Р, Җен Р.Р. ЖЕ ЗЕ, OC), b,( 2), 
ЗРЕ (+), Х®,Х ПЖ, а. = 0,01, a= go, 
其 中 六 是 任意 正 整数 ， 

证 明 ”由 定理 4.1 [п хе, X 都 有 分 布 唯一 性 .我 们 不 妨 
ЕҢ ЕЕ ЯУ [н] Wiener И, ХО, X 均 为 坐标 过 程 。 为 了 证 明定 
H, RREAN) 弱 紧 ， 而 县 它 的 任意 一 个 弱化 子 列 均 有 
ERR Р.. 

先 证 РОЗЫ. DER T ЕН З. 2P RE СС, 
(C3) 满足 。 显 然 

Ен |н] = [58| [5], 

所 以 ED wl Я, MOV WE. Ro FIST ARE 
不 等 式 我 们 有 

下 名 | 加; -wel = вуз! |, Бь(ш„)йи ‚| aCw dw у 





<el E(f’ ЖО 
|. 


+C. Eg (| troni wudu ) | 
< 11-5 (mI s|<1PD, 
于 是 命题 93.2 的 推论 的 条 件 满足 ， 从 而 (C2 满足 。 出 命题 3.2 我 
们 就 得 到 (pi) ВВЕ. 
现在 我 们 证 明 РЖЕВ ВСР P| UBA Р. ЖШ 
BATIRE PN. № РОО О. ЖЕН ОЕ за, р. 
由 二 0 是 有 限 测 麻 ， 所 以 存在 e410， 使 Q(fwo хс, )) = 
0。 即 {lw -x| 过 ej} 是 0 连续 集 ， 因 此 
Рио xie I) wx] KE (1-0). 
{Н к 园 定 时 ， 只 要 nn 充分 大 就 有 |xn-x| 二 sn。 于 是 
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Ру (lwo -xl в РУ Сш = х) = L, 
因此 О(|н—х|<є„) = 1, 
从 而 Qw = 1, 
EU HPAES B 984) = 0, siR EC RNA 


(Гоно twd- | А„/ош&и 1) 
~ вело = Ишь -| Af wadul) 
= Еро) — fiw) - Галла, 
- [усе Леви = [Алоо 4и |1.) 
+ | кое -rwd -| Af62586]7.) 
-Eo (Глав feo ало.) 
т. и. 
палаж Уи а ^Ш 
ту, ЖИГИ noot, 
af 1 а?/ 
(I| = ЕФТ, |(® at “эх Әх; x; -5 5 взу әт) 99009 
[огу мов, ] >. 


又 因为 л ЖОЖ Ж. Ро О, WIRA. 2 的 证 明 便 得 II 一 
0 (поо). ВШ 
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вет, [лсо — св, = | Af Geal) 


-lim ER( усо ооо [TAn wadul) 

= Ü, 
Е.Н ЕЕ, ЛАМ ИВО 
理 推出 上 式 对 一 切 AE З. T EPa, b). В 


HERU O= Pps， 因此 PRSP. ЖЕ. 


习 
1， 设 由 Laplace 算 了 A 确定 的 算 子 4 为 : 


: = (А- Ear ТИ эт) 


КЕ. АЮ x 取 在 单位 球 上 ， 那 么 4 确定 了 一 个 在 单位 球 上 
的 扩散 。 
2， 如 果 FEC’, mAH MEWE 


Ca, (xy. VF(Ə(<xy=0 Ca, ЕЯ, 
ЖАША F TY + 
1 3 д 
Аяс; Dar, t3, 
#+7 


} 
Е У HX X ЖЕ 1 地 在 曲面 (CXW)= 常数 ”. 上 。 

3. 证 明 Brown 运动 不 存在 有 限 不 变 测 座 。 

4. HEHH Brown 运动 ВИП: В ЖЕНЕ. 

5. В aco, рох) ра Л ВН Ж. Mia, b) ЩЕ, ЖЕ 
ТРЕХ ДАЄ Ж, В Р.А) =0 或 1。 

6. ХА ЖИВ ПУК АМ, = infit, X, = x), 
Jasta +9, ть, ВХ Ма 出 发 经 5 又 回 到 < 所 需 的 时 间 ， ХЕ 
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LiPz!? 是 使 XX 成 为 强 马 氏 过 程 的 测度 族 .求证 在 测度 Ps 之 下 , 937'0 
ze $h yz [n] 2 #h РЕЯ). 

т. EXE 4 维 常 返 的 连续 强 马 氏 过 程 ， 对 应 的 测度 族 为 
{Ру}, t =infít, | Ху, Fsg 50), од У Ө 
ХД, Ж: OX, ,9-1o Ps) 是 齐 次 马 氏 链 ， 其 中 |z| = a, 

8， 如 果 а(х), Рх) НА А. Mead) 适 定 ， 则 求 
iE R B PRET E Feler ERE, B PAT (ERD ЖЮ, ОР 
Р.Е Pab, 
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第 五 章 一 维 随机 微分 方程 与 一 维 扩散 


本 章 中 假定 4= i。 我们 首先 给 出 纶 解 存储 及 礁 一 的 条 件 ， 然 
后 指出 轨道 唯一 解 及 分 布 唯一 解 的 存在 条 件 可 以 减弱 ， 再 证 ИНИ 
НЕЕ. ЖЕМЕНИ, БН. SEEL АТЕШ Ж 
В НОЕ. 

WERNE, ЧЕ а 可 以 分 裂 成 两 个 点 ，- 汉 及 
+s， 即 应 该 用 两 点 紧 玫 代替 一 点 紧 化 更 为 自然 。 这 时 全? 应 该 
Е, ЖУ 

W = (m, w ЕГО, œ) ЕЕ ВИНТ - со, =c нр г, 
дш wS wase, ДФС W w, ВАК — ос, со В}. 
只 要 路 作 一 些 相 应 的 修改 ， 我 们 可 这 与 定理 3,1 及 定理 4,4 类 也 地 
证 明 分 别 在 这 两 个 定理 的 假定 条 件 下 ， 对 任何 初 信 ， 随 所 微分 方 
程 取 值 于 促 的 轨道 瞧 一 和 解 与 分 布 唯一 解 的 存在 人 性 以 及 它们 之 闻 甘 
系 的 定理 3.3， 


$5.1 可 测 系 数 情形 的 弱 解 与 分 布 唯一 性 . 强 解 


对 -F Borel nf W Е $e oooh -— 48 50Е(о,0), Engelbert- 
Schmidt 7E1984 АНН Y RER ИЕ. 

首先 我 们 指出 ， 一 维 SDE, 0) WIX -ERAH ЫН 
刻 爆 炸 ， 即 爆炸 时 间 $= + со, а.е.4Р, 事实 上 ,在 ?之 +ce 上 有 
XX o Жр, sinfin Хел), МН X; 只 能 取 + oc k 


_ о, 也 就 是 说 | "e СХ dB， 在 mco 时 符号 是 尾 定 的 (当然 信 
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HË o ЖЕ. 另 一 方面 ,由 于 [oCX рав, 不 是 有 限 的 ， 因 此 


== ToX deo. 
由 定理 1.6 应 该 有 基 个 Brown 运动 站， 使 
©(Х,)аВ, = Ва, 
"Q 


H С, Gao, B sa p RRT E ИН Zii, HD 





lim Beg у= – со, lim B,= у= +, 
кача Т AB. ИН ИГЕ} 
РЕЗ + so) = 0. 
51395,1 令 
о: = |, AIS (5.1) 
a £ 


(注意 被 积 函 数 可 在 某 些 3 上 不 可 积 ， 所 以 5 的 值 可 到 + cc ,这 
样 这 个 积分 就 未 必 古 + 的 连续 调 数 ， 耐 只 能 保证 对 为 右 连 续 )， 
记 它 的 布 连 续 逆 为 4， 那么 

d) о, 4ЕГО, А.) АННА, К A.=lim А, 


(2) АЖ, ЮН 0,93) ЕРЕН Р; 
(3) бл, ЕЕ (00 _); А, =$ (53 А). 
这 个 引 理 的 证 明 是 显 见 的 ，。 

815.2 в 


= [ 训 的 不 可 积 点 全 体 】 
йр (=: LELCx— esx+e), ve=0h, 
则 Brown 运动 Вг PACO AIGE тьа.е.ЧР HOA Ac Ш 
и | аву >. 


uai 


证 明 Н FCC HHE, iz 
ra= B. (ШУ (от, т. = limta, (5.2) 


РС" iZ сой; Ий. {ЕЕ te= AQ, а.е.4Р, 
Ar 
Fax = Cx) 1 (x) +I iG), 
{бәт уб! {тз 


ШНА се Lloc Ш Engelbert-Sehmidtr ¿Ë nf 3841 


t ds 
[ви <= ар). 


тд ds _ t! ds pi dp 
| ов, < озату edid. 


o 


PM т.Б, ЗЕ пк сора, оо, НИ тА, а.в.9Р. 
m — Ш, (О) = Z, MJ т. = СС, (ох, ЖЛ, 
т.3 00. а.е.4Р, H ВИЦЕ, В,=В, .,- В, ВЕЛ 
Brown 运动 。 由 于 B, € ro), 我 们 有 


r+t ds t ds 
Í = cc (уз), 


В. ов, +B.) 


И 


rm d 
Фо] Top, y =, ША... АШ to AQ. 


E5, 1(Engelbert-Schmid:) фс Borel 可 测 ， 旭 方程 SDE 
(0,0) 
ах, = CX dB 
对 于 任意 初 分 布 有 
(1) 存在 不 爆炸 的 弱 解 二 > 也 (0) 点 者 是 0 的 零点 ; 
(2) 存在 分 布 唯一 的 弱 解 <— (0) Мор д ШЕ, 
证 明 令 Ao EXASS. ig 
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S = As М,=В,, - В, 
Ву= Ху, X,=X,+M,, (5,3) 


其 中 хє одн. 
ВЛ мее (я), НСМ, А. №, Ч еол В, 


А f 
А. = | ‘ева, = | oX dds (а,е.9Р). (5,4) 
o 


先 证 (1) 中 的 充分 性 ， 为 此 我 们 指出 在 所 假定 的 条 件 下 ， 
《5.4) 对 一 切 硅 成 立 。 只 须 看 C < co 情形 。 几 连续 性 立 知 
(5.4) = са Б а. ma Ч, A M ASA = т. 
(Ta 为 (5.2) 定 史 ) а.е.ар. | 

fEr.= ce E, A.= 20, а,е,4Р, Р сд: =со,а,е,ЧР, ў 

这 时 候 (5,4) 恒 成 立 。 

ФЕ т.о Е, 4 гьол: EX: = Ba = В, Е (0), IB 
СОВ Хх, 是 o ИЖ, НОЖЕН, о. 

现在 ， 我 们 利用 引 理 3.8 的 表示 ， 由 (5.4) 可 得 存在 Brown 
运动 В, ЇЙ 


М, = [ex dg,. 
TERNIAT SDE, DHJ, B) 


其 次 ， 我 们 证 明 51)? 中 的 必要 性 。 
СХ, ВЕ 5рЕ(С,00 ЈЕ. ЛЕВ Ех... Z M = X — 
X, МЕ, см, = [оох эз. 由 (1.51) 存 在 Brown 
运动 В, tE 
м, = В м .* 
СМ», ПЕНН О, ЗА <М>„=җ<М>;,Ю%4<‹М>‹ 
ох ЕЖА, RTIA 
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Г M. du = [| M. du 
о с?) 0 СВ.) 


-| Ts 4<м»» 
ü ох yp) 





-Í Eho lX dO, (5.5) 
0 


如 果 X. = ДЖО, ЖИЛ, у, ¿M> 20. 事实 上 ， 
MEMO, ЖИА, Х,=х 850, АМ 


«МУ, = | ords = ooy, 
引起 了 子 盾 。 i 
于 是 P(<M》, 志 路 汪 0。 但 是 <M3, 志 0 a, HO ,# 
连 性 ， 这 些 含 5 充分 小 时 5 二 ce。 从 而 我 们 有 


Poo, <M>a 0) >00 
在 引 理 2.30 中 取 


ЗМУ.» UEF, O, <М>У.2х0), 
(у= f | 
5, ВВ o, 
由 (5.5) 及 命题 2.34 (Engelbert-Schmidt $ — 4D M xE 
FO). 
我 们 再 来 证 明 52? 中 的 必要 性 。 
反 设 如 果 存 在 с МЕ хе (cy, ВА Х,=х E Х, вх 
一 个 解 ， 而 在 人 1) 的 充分 性 部 分 中 构造 的 解 X:,=Bs, 在 击 中 
《0) 前 不 会 是 常数 。 这 就 得 和 到 了 初 值 为 x 的 两 个 不 同 Пе. 
这 导致 了 矛盾 . . | 
基 后 证 明 《2) 中 的 充分 性 。 
ш x 是 任意 一 个 初 信 为 хм, & М, = X, - Ху, TH 
Х ү е (о) Н]. Ж АШ жй! Ау с X. 20, & 
<М>, 严格 递增 。 记 xMH>; НЕ Жо, 由 (1.51) 存 在 
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Brown aah, fE BS Xo M i= B м. ЖА B h Ни 
刻 为 <M>:。 往 证 


. d . 
| пову =”: (555 <М>.) а.е.4Р, (5.6) 
° ч 


我 们 注意 ЕСМ, М>. ЕКЙ м: ос. 5.5) 45 
v <M2>, 便 应 有 


м du . 
в T: 
Í, Ву Hr 


但 是 由 引 理 5.2， 上 上 式 左边 概率 为 1 地 等 于 + ce。 这 航 推 出 了 
PIEMY, < CMS) = 0, 
从 而 以 概率 为 1 АТМ, < M>, W RE, 车 5 二 <M>,.， 就 能 
推出 了 sz。 于 是 (5.5) 中 应 该 是 等 式 。 这 就 得 到 了 (5.6)7。 同 时 
还 有 | 
«М>. =<М>. (a.e, dP), 
事实 上 我 们 有 


2. | (058200), (5.0). 
这 是 四 为， М s< M>. 5.6 EEG O : 而 且 
SELM ЊЕ, ЕМУ, 2 В ЦЕ ОН, НЫ 5.2 可 
知 (5.6) 9915 BË AE + оо, 
H (5.67, 我 们 想见 <M>: УЗЕ 5.19 А, НАНАК 
Ж. ММ X 与 我 们 在 证 明 (1)? 的 充分 性 时 所 构造 的 解 式 具 相 同 
по. РИ, ди росу = ССО, оо) Х (0, 20) 
xW )XFR 37: 
Afw) = inffs, ;> 
ФС ш) = Wy + ША шу, 


B: = B+B,, 


:| (0220), 
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HARE 
X= Xat В y t =pli Yy. В). 
可 风尘 的 分 布 由 半 ,+ BB 唯一 地 确定 。 


Е Шо аР ООН, БАЛА 中 (с) ДТ, 
解 保持 常 值 Xot Bu,- 

F um Lie wf агра Жо, ТЕ, М — E 
5рЕСо ‚В ур ЗЕТ SDE ;0) 的 问题 . 

命题 5.1CZYonkio 774» 10 SDEto0,b) 相 应 的 扩散 算 符 


Анна хи” thtryu’ (вод 1 оох). 


2 


ы. а р сх) loe 2 =. 
假定 2(х)2-0 (ухе д), dcxy E . Е 


Ан=0 (а.е. 4х), 
ссу 0, u (cy= 1 


HAR. IA sC CHAI ВУЗа Жу O GO: 
se = Í exp(| taz) ER). (5.7) 
е сй 


那么 Сс) ле Вр НЕ, AE 5(—с),5(К + ос) М, 10 50) 
ВБ В Арас), < 

буу = s (СО (абз у э, руво) (№. (5.8) 
ТЕХ ЖАНА ç 前 满足 方程 


t t 
хохон | G(X:)dB, + [ecx as, (5.9) 
Ф 0 
HHMH Y, SSX WEGE о) ус + осуу ` 


{ 
YY [aY зав, {5, > 


证 明 A Sa № X RRC- nni 的 有 时刻， ç. ^$» РМ. 
用 Ito 公式 ， 我 们 得 到 ө, 


р 
Y, ня A| "осу dB, (8.11) 


15005 ЕР Х ШЕЕ, Xe 有 了 确切 含义 (一 2 в +оо 
REES X,= X. (>), ТЕХ, (бис сс) Bz ни 
“~ сс, ос АБАГА. ПЕД, seo ET- оо, со ЕЕ, АТ 


AY Ye Айша], тосу, ав, 存在。 用 本 闻 初 的 


一 段 推理 就 得 到 lim |”“"0?(Y,)ds<co， 因 此 | осу, ds 
ЕЕ. НА: СЕН Е (可 能 是 ~ = 或 + co)， 从 而 了 也 取 
常 值 ， 于 是 对 一 切 +:，| Фу ,ds 存在 ， 它 蕴含 [ ФОУ ,88, 存 


在 且 连 续 ， 由 连续 性 及 (5.11) 我 们 推 内 (5.10) 对 1<8 лу, ЭЁ 
有 旦 在 t= 之 so 上 也 成 立 、 青 福 意 到 1 时 X= 一 或 + oo, р 
ELFY 41) =0， 因 此 (5.10)? 对 一 切 t АЗ. 

之 ， 如 果 Y (5.100 АИ, МЕХ Х= 40У), Е 


А 1 
сә &^(260))' 


А = _ s, ЕСЕЈУ! 2_ ) 1 
ras -ELER a) =(? Jaon} GU 
H По АИ 
ttin tta 
X tatap Хо F @"'С(Ү,)ДҮ, + 二 | gY )d<y>, 


хз |" l øy, dB, 
5 l ууу" 


ТОРГ , 
‚|, (a) OE O, I Y pds 
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站 ia 
= X + ох, зав, + | 5( X pds, 
- 0 | Ü 
МЕС. О. 


推论 Шо), P 


gE №, MSDEC, b) HREN IE: 


ь(соў=ос==>р({ с, М; +оо) = 0; 
s{ —cço) = – 20а P (š 120, X, = — 20) =0, 
ЖЕН (осо, Н Х.и) = 一 CO， 那么 ew (WwW) = 
ессе), Ш-РУ E SDE, OHA Y a.e.dP ТД В. М 


推论 成 立 。 
定理 5.2 ”如果 
а(ху0, 2, lens, 5.12) 


则 Эрго, PR ЖДУ Л ТР ЙЕ НЕ ВУИ. 
证 明山 命题 5. 1] 用 定型 5.1， 我 们 只 须 验证 ,的 不 可 积 点 4 


© 的 零点 -- 致 。 为 此 也 只 须 验 证 (s( ~ 02), 5 (0с)) у, 都 № 
的 局 部 可 程 点 。 下 2 充分 小 ， 使 . 
sÇ OCEL Yg Et E+ ос). 
+Z | 
К dy _ | dx 
. v -. 97 (У) 


giya- eS (ХЗ) 


定理 5.3 Жо с Lip HEER EK E c 有 下 下 界 ， 
b(xbti FE Borel nj AB. М SDEx (9,84 EHE- -H № W ХЕ DU М 
证 明 ФЕТА ШЕНГЕН ERA EARR РЕ НЕ. RA 
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[Кох ояз— (sex oas, 


此 外 我 们 有 X14 一 X44s， 所 以 lim 六” o AB: EE. h 


本 节 开 始 那 段 排 理 立 知 Р($< co) = 0. 

其 次 ， 由 定理 5.2 可 知 弱 解 存 在 

再 则 ， 在 假定 下 ， 由 s = - 名 s' 是 局 部 有 界 的 就 推出 se 
Lip, Mm T ÆC- ос), s( + со)) EBERT Lipl*。 间 时 由 于 
SDE DRX АВЕ, ВТЕ Y==s(X kus E (sÇ со), 
(3+ 50)) 中 ， 这 样 由 定理 3,2 SDE( 六 ,0) 有 轨道 唯一 FE. 利用 命 
215.1, SDE, b) Ea ЯНИЕ РЕ, НЕЖИН Yamada-Watanabe 
定理 (定理 3,3) 的 推论 便 得 

zl 作为 特例 ， 对 于 有 界 可 测 的 Бох), 

dX, =В +96 Хр 

对 任意 初 值 有 唯一 强 解 , 且 不 爆炸 ,这 一 结论 是 Zvonkin 定理 的 齐 
次 情形 ， 

定理 5,3′ #00) 6611р, HERBA К EA -BET 
Fk, bex) РЕВ Я, Borel я] Ш, Д) SDEx, C0 ,2 存在 唯一 强 解 。 

证 明 4 


роо (алтат), XP = x (1^ гуш}, 
则 SDExin;(oy5s) 有 了 唯 -- 强 解 XX" 以 下 证 明 就 与 定理 3.2 中 的 
HERU. F 
= infii: хе реп, 

它 对 子 n 递增 ， 记 | 

= На Z 
定义 п - 9 
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XY, Оба» 
Xio 0255, 
Жер X. пуд + ос — ос, oE Код SDE(c Р) НЕ — ЙТ. 
82 Veretennikov 证 有 明了: $} d 3 
е dX ,=dB+b(<(t X dt 
TETEE — ARPE ВИН Хо, HR bG х) Р Borel э]. 


| 


$5.2 轨 轨 道 唯一 性 与 强 解 


8185.3 (Le Сап) ”如 果 对 于 连续 半 黄 X 存在 一 个 АЕ 99 
函数 оа), ЖА 


(Li) 3250, RELOD; 


(L) v t—0, 


| 9<Х>, „ - 
w БОС (ae, dF), (5.12) 


出 | 
Li=0 (a.e. dF), 


证 明 用 占 位 时 公式 及 (Ls) 


d< X>, 1 
|, Fossi (X, ох, 2 - [рш 


Lida, 


Жу, ВЕН С А = 0. 
引 理 5.4 Зи Жо, хә, ВЕ, > М Borel пр, (х, В), 
(ў, В) Е 50Е(0,2) Ж, Xo = Yo ШЕУ КЧ ЕЗ И, 
1° XYY 是 和 解 
2° LAKY - X) = Ü; 
3° X A Y 是 解 。 
ШЕН FH Тапа ARR XY ER Xos Y, 我 们 得 到 
XY = X, + (Y, - X.) 
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t 
= X, + | Ly sx АСУ Х), + Ley X) 
=. Ü 
t t 
= ХО Yi + [ ох. VY ЯВ, + | (УХ, ds 
Јо 0 
+1407 X). 


Hl ЗАЧЕТ” 52° ИЕ, Ж ХГ y= X-(Y- X) 7, З 
得 3 "与 2 之 等 价 性 . 

下 面 的 引 理 是 Yamada-Watanabe 定理 的 部 分 逆 定 理 。 

引 理 5.5 ЯН a,x), ba, O AR Borel п] |, $рЕСС.5) H. 
右 分 布 唯一 性 ,了 术 有 卫 对 于 给 定 Brown 运动 有 的 什 ХЕ 两 个 有 相同 初 
值 的 解 X, Y BALY -20 = 0, 则 SDE(Cay2) 其 有 轨道 唯一 性 ， 

证 明 由 引 理 5.4， 这 时 X V Y 也 是 与 X 有 相同 初 值 的 解 。 
再 利用 分 布 唯 . * 性 就 必须 有 X ¿y = X, bakat Y = x. 

定理 5 ,4 在 下 列 三 种 情形 之 一 R, SDE, bA HUE 
ME ~ 性， 

1°¿Okabe-Shimizu) = Р. ху М 可 油 ， o = Ycx) 有 界 ， 
Н 3Ë 6,2-0 ВНЖ еа” Г: Borel 可 ШЕН о, fE 


.1) Заз -0 使 J ,ELC0, е), (5.13) 


‹1°.2) 196) -oC |р (рх yy [х |, у), 
2° (Yamada-Watanabe) ЖУТ, n T ÆW’. DEEE» 
ЕЙ Oar KARO. DAJE Я Л rA Car fE 
т(,ху— OLEY) EP nry) 


| | | (5.14) 
b(t.x) bOI кт), 


жі Т, |х],у! = сп 成立。 
3° Nakao-Perkins-Le Gall) b, A Æ Borel м] М, ocx) 
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жя Н 010620, ШЕТТЕН ТА 7, 1E 
[оху ссу) СХ) Ср) |. (5.15) 

证 明 在 1 或 3 条 件 下 ,由 定理 5.1 2 (2) нераз НЕ 9 gB 
5.5 的 条 件 得 审 满足 只 需 证 ， 对 任 È EO, B), YR) А E 
В= ВФ ІХ -Ү)= 0. # 2° ЖЕК, 3& (J i EE DE HJH 
LICX 一 Y) =0, 但 不 再 用 引 理 5.5， 而 是 用 Tanaka-Meyer 公式 人 
FEX: Y. FES HH T. 

1 的 证 明 жй pn Жкп. EIR 5.3 "ГРЕЕНЕ Н X- 
Y, ИН 


dX -Y> 


Phon YD сусу 


ХО 0(Y,)) с, 


= | re 【一 Ү > OK X, Y 512 


由 引 理 5.3 и LY(Ə(X — Y> = 0. 
3* 的 证 明 ”我 们 令 000) = 上 来 验证 引 理 5.5 的 条 件 。 取 520， 
我 们 有 
ef, аха Y ТУ? 


Xs Ys 2ds 


к ш X; 


аР), 
HEBR- TAREHA mF Г, ЛТ 界 递增 ， 
ЛЕС, H Fa TCO E f Пн, AT ТОЕ A, 
只 有 可 列 个 ， 所 以 用 占 位 时 公式 可 知 X. У. 停 久 在 这 些 点 上 上 
的 全 部 时 间 为 零 Lebesgue {ДГ НЕ, И: 
aX D nY DFX) (aesds)。 
从 而 qt Cf 一 as (1)。 用 占 位 时 公式 我 们 有 


ЗИ 


f 1 
alfa) Ef f СХ. te AY dA a, СХ. -У, 95 
wJ 0 
= 1- t О 
[Е (| АХ. (-ЛУ, ds Jaz 
-Ù 0 


1 t 
<= | САХ: АҮ.) 
Q 


х ATX DUTA) Asda 
£ 
1 1 = 
= - :| Е (| fala L X+- дэу эда Чу. 
E 0 -æ 


5— Bl E SAX + (1— ¿)Y 的 Tanaka-Meyer 公式 


ГЕ 
(Е?) = |E -a| -! Е} а] -| sgn( Es - a)dFE; 
о 


сіва Eh - | явбЕ}-)4Е}. 
再 利用 0,5 的 有 界 人 性， 我 们 得 到 
sup ELI (E со, 
于 是 由 7,20 № f, 的 一 致 有 界 性 推出 
“Ир. L. 
从 而 
реж. 1. 





再 令 6—0, {ШЇ} 
d<x -T Ys сз 


t 
Е| Tos X: Ух. ү, 


故 由 引 理 5.3 ВЕ СХ - УЭ = 0, 
2 ”的 证 明 首先 设 Pn Ta Кит 都 与 AT EK. 这 时 有 
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Н 
x: —Ү = Хо- Ya [оса 一 otssY ))dB, 


t . 
-Í (his, X a) ELS Y „))Чз, 
0 
所 以 
Ч<Х-Ү?» = 
РКХ, -У,> `° 


从 而 由 引 理 5.3 得 到 工 (X -Y)= 0, # X = Yo， 那 么 
хау ово, Усх, УР. 
由 o 的 有 界 性 我 们 有 
віх. -Y < EAX, -Ys Das. 
利用 * 的 如 性 可 推出 
EIX -Yel S| KEX -Ys las, 
记 左 方 为 6(t)， 那 么 


t 
| Lor СХ + Ya) 
в 


Фу < | коса), 
Нк. ШН кб) = 0， 我 们 由 微分 方程 知道 


yr0) =e (e>0) 
ЕДЕ УСО, HI 
pC) =е+ | .xys))ds。 


А 
r*=supít, #2100}. 


如 果 та оо, ВА 
f крз))4з< | к(ф())й5, 
Ü Q 


+ ERP), (5.16) 
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于 是 存在 ki>0， 使 


r. h гт. h 
| «CrCs)yds | «(9 (52245. 
© 0 


ВА Ст А) рге + hy, ЗЕ Уф. ЛЕС ЖП 
rt = сс, А РС) С). ИНЕТ СЭ. 1RR t: 


бї dy 
-| ОУК 
另 一 方面 由 天 在 0 点 不 可 积 ， 这 就 必须 有 limy(D = 0, AMO) 
2—0), ДАЕ РОХ. =Y .)= 1. 


现在 我 们 讨论 2* 所 设 的 一 般 情况 。 令 


п 


ил). А -一 一 一 上 
x. хтлр) 


on = o(s, (14 Ee) b, = (+, (1: =; Je). 
于 是 Caba WS ТР ЕГИП ПОЙ, РА SDE gba P MET ië ME — 
FE. АППА] Уп, ERREKA- nn УҢ Н. ТЕТ Bi Ti $h B WJ: 
一 性 ， 因 此 БрЕС=,РЬ)У йу у AR b sk i Sha Е — ВЕ, 

推论 270,6 UA IK Р, ПЕНИИ 
д, ИП SDEx (C0, 站 存在 唯一 的 强 解 ， 

证 明 ”在 定理 假定 2" 下， oob iE, HEA., SDE. S) 
TER. TEA 1 一 3” 中 有 一 项 假定 满足 时 ， 定 理 3,3 的 条 件 满 
足 ， 由 定理 3.3 的 推论 可 知 方程 存在 唯 - ЛАЛ, 

Е ”定理 的 情形 3 的 含 交 为 :0 的 平方 变革 局 部 有 界 。 这 推 
广 了 Nakaq ж Ро НАНЯЛ: 情形 1° 与 2* 中 典 例 的 


7 39 ИК 5 Holder а. 
下 面 一 个 定理 是 SPDE(Cc,0) 在 定理 5.4 第 1 情形 的 推广 。 
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定理 5.5(Perkins》 AAE РГО, со) КИ ТЕЧЕТ А 
f 5 p, 满足 


(P) 击 的 可 积 点 也 是 到 的 可 积 点 ，7G e°, 


(Р) р 严格 递增 ， 且 Ve>0 E ELCO) 
(Pa) 习 4>0 使 对 YYx 有 
[а(х + р) – а(х) |= АУРУ) CGee[l- A, АТ, 
(5 
И] SDE, Оф. 

证 明 ”我们 首先 指出 任意 一 个 解 X 在 击 中 (90) 的 时 刻 r 后 
保持 常 值 蕊 :。 对 这 个 事实 ， 由 定理 5.1T 后 的 和 广 ， 我 们 只 需 验 证 о 
的 零点 都 是 J 的 不 可 积 点 ， ERE, dEr 业 9 的 零点 ， 那 么 由 
P.) Pa, 我 们 有 


[ИК -f - dy > 2 "Яу о, 
r-T J-E Роб 


. 17) 





这 样 就 验证 了 我 们 要 的 事实 。 
ХРТ СХ, В), S M,=X, - X, FE 
«М>: =<х-хо, | aO зз, 


而 且 存 在 Brown 52) В, {E 
X: Xo = В», + 





记 ХУ ТИНА, TEM, EX + 


下 击 中 Co) 的 去 邻 域 的 时 刻 、 定义 
M = Ў дове + Lonis 


1 1 
Cn = Р + Toy. 


таа: ; ye Ld v, 由 Pngelbert-Schmidt 零 一 律 便 得 到 ， 


对 于 任意 * 有 

(| (2 асса, )4в< оо, МЕ <% )= 1. 
上 式 即 对 任意 * 有 

SAIRE Ls z), узсо, ма) =1, 
从 而 对 任意 ФН 

pf (FE) t ВЁ„)аз<со, vico }=1, 





因此 
[raxna f" "(ое +B,)ds 


=f" (в) Xo+ B 4в<соо (a.e dP), 
我 们 对 任意 > 工 , 选 取 使 


1 - 
L 1 
|. роз. (5.18) 


利用 局 部 时 的 连续 性 及 占 位 时 公式 ， 对 任意 tf 及 SDEC9,0) 的 
另 一 和 解 (Y,8)， 利 用 (5.18) 有 
Lia СХ У) = limy a Lt LX- y> ера 


=нш2[ м 
р m+ |. (i ђе. xo oor s 


ГЕ 
— 1 Fite) 
= Tim 4 
«шү. |, КОХ) 5, 
Ио) 二 tw， 使 得 Іл СҮ X> = 0, 如 果 还 有 ,= YO, ЖА 
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tar 
Е.Х! | "sgn(Ys— Ха, Xe) 
37- Jy (ü, 
t 
EGY, X tar Е | et...) 90а 2974 
° 


{ 
S ESX Ра, Ха, 0948, 


НЄ о МЕҢ. Вр Я, БЕКУ B 
Ш. ВПУ, X rar BARRARE TRM, AGA 
Е|Ү, та x taral =0. 
令 поо 便 得 | 
Е Y iar = Хде = 0. 
最 后 利用 证 明 开始 那 良 结 论 ， 我 们 得 到 X =Y. 
推论 “如果 在 定理 条 件 上 再 加 条 件 ， 点 的 不 可 积 点 必 是 的 
零点 ， 则 SDEx, 《0,0) 存 在 唯一 强 解 ， 且 不 爆炸 ， | 


$5.3 比较 定理 


引 理 5.6 知 如 (t,x) 过 byt,x) ,而且 它们 都 是 [0,T7 x Са, йс 
上 的 连续 国 数 , 则 存在 РСЕ, х) ет Н х 的 Lip 函数 ， 
并 满足 

ВВ, x) bat xy, 

ИНН GRETO, TI xa, p] E вы, В хх FAR 
т, @}Ат>0, H bi OBEE Ta, ТЕЛЕ 02-0, ЯЗЕ 
|x — z| RA 

(bC) b СЕ amA. 
把 La, J] 分 成 相等 的 间隔 ， 使 间隔 长 小 于 5。 设 等 分 闻 隔 数 
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为 N。 对 于 固定 的 1:， 我 们 定义 


b Ct.x) + balls x) о 
b(t, х) еә BOADE, Hx 是 荣 问 障 的 端点 xw 轩 ， 


| 折线 连结 ， 其 余部 分 . 
TEARM non EEA 
bilt хув ху В, 0, х), 
并 且 





8. | 
95206 х) 
у(х) + boltsxny Хао + by( X aa) 
<=! a o 2 - 2 . =. 
В ЕЕ p-a 
N 





因此 
лт о 
ра, х) ВС) рта, 


定理 5.6 如 果 = ОЕ, OMEGO. DRI = о(хә) АЕ (5.15), 
b (хуу EE ##(1= 1,2), X' E SDE, Б, УТЕ] — ЕЕ 
间 上 对 同一 个 Brown 运动 的 解 ， 而 且 ХХ, 那么 我 们 有 

1° фа: хә св, С, х), Mj РО ХР, YOO= l; 

2° 3 b (t. х) р, сх), BEPA Тянет — k Яя 
对 x øy Lipt: Ж, РОХ SS ХҮР, УР =1, 

证 明 2° hG хә sz T АВН х 2 Lip? АЖ, 21 
Lip? ЖЖ Кг. м 
= ше Хап); 

= тї DATH VET 


Тл,т 
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由 定理 5,4 LXW- х") =0。 于 是 用 Tanaka-Meyer 公式 可 
以 得 到 
(XR _ хе, у+ 


Атат ФАР рр 

=(XP- XP+ [т Гон - X) 
4(х'-х{) 

= |” Poms XP- ХК, (s, ХФ) 
~ os, ХВ, + (6,3, МО) — 6,(8, Хх) >43]. 


所 以 
БАХ ДД, 一 Ха > 
Ант (1) (2) (1) 
<E[ По Ха -Xr P ° 15.5, 0% 2 
~ b (s, ХОР | ds 
= EAT nap (1) tzit 
<KzB| (ХХ -ds 
t 
= Ку Ес, - X арр 298+ 
由 各 rzonwall 不 等 式 得 
EX ~ ХА) TO 
因而 


ХХ (єт). 
让 и, Го хх", 
BLUE ЖЕНЯ 1°. ЗЕ, Жо, т] x -mnl EK + t — 
ЗН х на Lip А06, НВА 
Вх х) -Ь ах») (ОТ, || =n) 
的 蔷 数 ， 其 存在 性 由 引 理 5.6 БИЕШ. ТЕХ Ж ПЕ уос, b™ у 
Воде, Жр buo 为 buo 的 扩展 ， 满 足 | 
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БСТ, х), >T, 
БЕ, х) = СЕ, =f), к-п, 
b(n), xg 
由 2" 我们 得 到 iU C X, ХЕХ, ЛКЕН 1°, 
ж 条件 2 可 减弱 为 (5.14), 即 b, b, Ф У 5.14). 


$5.4 Stratonovich 方程 及 其 近似 


定理 5.7(Doss) сес", Но’, 0" И, b€ Lip, 则 一 

ЯЕ Stratonovich FA 
4dX,=b(X,)dt+ (X) ° dB, (5.19) 

ЕЯ, нс. 


de 
| 45 = 940), (5.20) 
: u(0) = v 
的 解 ， ig 
#(х,уу = blut, yje 41%” {н (а, аа , 
Y = Y (t) 23 
d; _ 
| 42/800), (5.21) 
y(0) = X. 
的 解 ， 那 么 


ЖЕЕНВ,, Ур). 

证 明 《5.19) 显 见 存在 唯一 解 ， 往 证 关于 x 局 部 一 致 地 对 

3 A Lip™ 且 对 x 局 部 一 致 地 基于， 线性 增长 ， 从 而 (5.20) 有 了 唯 
一 解 。 我 们 注意 到 (5,20) 可 推出 六 满足 
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dy 
| dr = т^ (шур, 


u{0) =1, 
于 是 
ее”. 65.20) 
Е 1071, [о А, ВСУ Тар REK., Z 
Го (аңа, & 
р = де joe enee, (5.22) 
ду 


IA ох, ужей, H, 
ибх, у) —u(x,g y| ел ру |, 
[Р(и(х,ууу— Вих, у.) | Келт |р ~ y|, (5.23) 
ЊЕ | е2 – ей |с (е#\/ е” |2 Ww], Г (Б. 22) #3 J 
KENT — Рх, 05) | 


= (Руис, Vo) ) Г Tula, yd) O Cula, ya) |да 


ЕЛИ Ачса, уу) — ча, Yg) | da 
0 


А |х [ерер 
从 它 与 (5.23) 就 推出 我 们 要 的 关于 f(x, 四 的 结论 。 


共 次 ， 方程 (5.19) 即 sDE(o0,b + 00’), 其 系数 bo0E 


Lip, og’ € Lip. 且 线 性 增长 ， 因 此 由 定理 3.2 存 在 唯一 强 解 ， 
最 后 我 们 证 明 ， 对 (5.20),(5.2]) 定 允 的 asYi， 过 程 X, = 
ВУЗЕ. ШИ, 了, НЕ а. Я Но 


2 . 
А9 = ©(и)о/ (и), RIE 
ди дч 
du(B Y) = BoY DdB, + 9368: УЧ. 
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21 дїч 
ta дх? 


=об(и(Вү,үҮ ,))dB, +b(u(B, Y, ))dt 


(В, У, 29 


+ (оставу), 
这 就 证 明了 Х, 是 C5.197 的 解 ， 
定理 5.8 ОМ EEM 5.744, BACI Brown 运动 ， 
A ЯСНА ЗЕ БУ ЙЕ, йе ү t, 
P (supt A$ = B >02 = 1, (5.24) 


设 针 为 (5.19) 的 解 ， 而 XUA 


dX = CIE) 闪光 十 вхт), 

Е 5.25) 
ху! = Xa 

HR, IMAH YE 
Poup XE- X| >01, (5.26) 
зї 
ШВЗ &н,/ S ХЕ. т. Ж УУТ Ар 
{ Чу 


| {ХА ++)», 
#0 = Хо, 

ЖА Хе eul AP У) ӨН} А Ио 会 式 , 往 证 (5.26)? 成 立 。 
it f Йо Lip Ж& 25 Ly: 

Рх ир) С, о) Д р yal Ср), 
^5 

т. =infíis; (B ,i2k- 1°, 

对 给 定 єс>0, ЖИ У бол, ЗН. 2O o 国定 ,只 
E n ey (n dk ш), зто WETT 

[РСА CO Y pCO) J(B С), Y s CU Е" 
Хх 
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[АЎ Со) | = К. 


TE 
МСАТ, Ут) FCA YDD] 
= Lk | ҮТ" (ш) Y, (> | ? 
从 而 


4 
as €Y СӨ) — Y  , (6) Lg | ОУ: У ] 十 Е, 
用 Gronwall 不 等 式 便 得 到 
[Y (о) 一 Y , (m) | еек! КО A Tp (6). 
如 果 我 们 选取 осеке, MERDE FE 
lim sup ИУ’ -Yo = 0, 


п 一 党 ту: 


让 上 -ce， 利 用 (5.24)7 便 得 55.26) 。 


55.5 一 维 随 机 微分 方程 解 的 性 质 与 边界 点 的 分 类 


研究 随机 微分 方程 解 的 性 质 呈 边界 性 家 是 很 重要 的 课题 。 在 
一 维 情 形 丰 相当 回 满 的 结果 
É oo air ту оо, (=, PESEE ME Сг, г») HIDE 


@, сбх), oo 而 ELipe。 我 们 用 mr 两 点 来 紧 化 Cora) 


Je Ur raj. l 
W =m; m= = (10 J со EPUA PUn r ERRA, B. 
WE w= t. Жү Ç S t, POR ora 的 时 刻 7。 
由 定理 5.2 我 们 有 :; SDECoC + 782。 对 任意 初 值 X. TEMEN. 
CERE ГО’, ОРУ. ИН х ВНЕ Хх, 
умел Pre ЗАР: ХЕ (r rayi Аф ХІН А 
是 算 符 | 


[е 
з 
ыз 


Амш=а(хуч” + b(xYu! (во = р со). 


注意 到 为 了 方便 ， 我 们 这 里 把 2 记 为 ez) 替代 84.3 中 定义 
йу а(х) = оху, | . 
区 的 概率 行为 与 4 及 其 在 “边界 点 ”rivr 的 性 质 是 紧密 联系 
的 。 以 下 我 们 不 妨 候 定 XX 是 ( 太 , # ОЙ) КЮЛЕ. 
定义 5.] ес (rira), EX 


so = (ple). 
它 称 为 4 的 (Fellez) 自 然 尺度 ( 对 不 同 的 * ЖИ зс) (ДЗЕ 
一 个 一 次 变换 )。 
命题 5.2 ”自然 尺度 s(*) 满 足 方程 
Аиа 0, 
而 且 它 是 严格 递增 的 。X 对 尺度 s(x) 具 有 “ 均 名 性 ”， 即 对 于 


па каве, 有 


sS(B) — S(x) 
РСК ани 9) Л -з(а)) 
s(x)> —s(G 
Р.Х, = В = {5.277 


其 中 {Pz: ХЕ (r ra) } Е 4 扩散 族 ， т[а,381& X, BAK IG, в} 9 
时 遍 。 即 接 sC，) 作 比例 分 配 ， 此 于 这 个 比值 并 不 依赖 <. 
文 如 果 аи, Вафа» 那么 тга, pn 10, 


lim т[а, 8, )=119,7,1, 


f= 


证 明 直接 计算 可 得 到 As = 
对 s(X DH По 公式 ， эи КРИ r= та, 83) 
Ers (X sarp = séx), 
JU r СВЕ № Xin А, Ф -oia 
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S(x) = E+zs(X.) =OP X, =ау+з(5)Р„(Х = Й). 

FES 
PCX: = ФР. = В) = 1 

К, ЖШ Р.Х, = а), Р.Х, = 有) 便 得 到 (5.27). 

Ха ар, A fra M TEn В DER Ш Н.с. W tan 
В го, ЭВА =, ЗЕ, АЖЖЫ, M тоосоо, Ч 
X, ЧЕГО, ЯК. КЖ пт, ПН ти сто, 
Mn ЛК, E anamma, РЕ Тү lins En Гот, 这 
Бу той МЕ. 

另 一 个 极限 式 的 证 明 与 以 上 完全 类 似 ， 命 题 证 毕 。 

定义 5.2 ХКЕС, го) wE АПТЕ х,у 
(то, 

P (9,302) = 1, (5.28) 

其 中 oy 是 Х ЯНА z 的 时 刻 ， 

下 面 的 定理 说 明了 ，s(Kx) 在 边 点 riyrs 的 性 ERDE T ОХУЙ 
Е. | 

定理 5.95 以 下 的 论断 都 瑟 s(x) 中 < 的 取 法 无 关 》 

1° ХДС, НМ 4 5(тү) = -o,s = + ос, 
Еж г, УХ ИМИ: 对 十 YX 

Р„( = co) = 1, 
并 且 还 有 
Pa[ (im X, = im X, =т= 1. 

2” 芳 X 在 (rrz) 不 是 常 返 的 ， 则 limX: 存 在 且 等 于 X 
Ca.s:daP=)， 这 时 有 有 两 种 可 能 ， 

(Ü s(r,),sCr,> 都 有 有限， 那么 Р(Х, = ri), PeX e = fo) 仍 按 
5。) 作 比例 分 配 ， 对 十 任意 xE (7,70 

5072) = S(x) 


PaKa зу sr 


= SCX) ~ 586г) - 
PeX srd S ny SCO? (5.20) 


而 且 
Р(Х, = ri supX : = +) = 0; 
Р.Х =r inf X, = riy =0. (5.302 
D sers r УУ, 例如 567,222 – So, s(r,) = co, 
MATER E (тү, 
Р.Х. =r, sup X т) = 1, (5.30% 
tet 
证 明 ЕТ” З ФЕ #20. AnH s(ri) os) = 
сс, IAF Се, ОГТ 
了 X 2282 P (X ии = В. 


ik ajri AG. IDR sead -co， 我 们 得 到 
Dalsup Xs lim Р(Х ,ag = PI=1, 
p а-т 


但 是 вет рН, БЕ 
PsGp Хет) =1 (从 而 Р.т Х,=7)= 0), (5.31) 


lj BB 
Рё X,=r)=1 САР. Сб Хұ= т) =1), (5.32) 


ВЕБЕ Р. = оо) = 1, НЕ, АЖ НЫ, ЗАТЕ 
一 个 Р. 的 正 测 集 АЕ iaw, РЕД А Е Хота r Н. 
X, ЧЕГО, СТЕНЕ 8 BJ ЇЙ г, G/D т, +(1/п))„ ЛА 
РЕ ДИН: ЕН nR TAR r. В Ху С). Е 
тж. 

《5.28) 是 (5.312 与 (5,32) 的 推论 ， 这 样 ，1" 中 必要 人 性 得 证 ， 

К, ГЕЯ ОЗЕН ЛЕНА. в 
Е, ЖЕНЕ (5.32). Шт, B tri 利用 Аз(х) 
=0 Ж Но ЕҢ: AFER хе (е, RiTE 
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ЗСК ларо зн) = ЗЕЕ Р. №, 

令 п-»со, Ш Fatou У 3 н 5.298177 НЕС, - s(r y BE 
ЧЕЛ Р. Кё. АП а.е.аР. 地 存在 极限 lim СХ) ~ 60, 但 
JE SC) -Sr 严格 递增 ， 所 以 Jim X :(а.е. ЧР fE, 9-Я 
Ш. Хі (5. 32 ЕҢ — 的 可 能 是 lim X =ri(a.e.dP.), Tü 
Н.Р, (зир А, =) = 0. ФТП Н atro Ji A £ К RR 
ха 使 КСА „<922<1. ВТ ХАЛЕ о ЙЧ, ГАЈ ВЕС5.307 034 
X. 

再 则 ， 如 果 SODS CVBA. 5.2 立 得 (5.29)。 所 
RRINE О; = {9:Х; = r i А Р„(О,ус>0. 与 前 段 推理 
相仿 地 可 得 se X, =r,) ОР (ви Хү=т,) =0, JE 
НТ (5.30). 类 似 地 可 雅 出 六 不 是 党 返 的 ， 

最 后， 综合 以 上 三 段 可 知 1* 的 条 件 对 常 运 性 也 古 充 分 的 。 定 
理 证 毕 。 

ELSI ERCO oD EB93 8 


1 
mE) = | соу gt» TERU ta) (5.33) 
称 为 4 的 (Feller) 标 崔 测 度 。 
命题 5.5 1° Z 


t 
mix) = fam (СЄ (7,,7,))>, 


Я 
аа 
A = im аз. 
2° 对 于 т, <а<д<т, М х,уеГа,В], E ЧЕ И ЖЕ 
(ЕКА) 
GOOD- SHAOGO -S = 
Gee, y) = В) – 8а) > ХЕ (5.345 
Ссу,х), x w. 





它 相 对 于 标准 测度 扯 定 义 了 一 个 CC дә? И CT <a, д1 
CCLa,p83) 的 一 个 非 负 变 换 S: 


(Sex) = [ees npr map. (5.35) 
这 个 Sf 是 方程 
„Ац = _ f, 
{ (5.36) 
u(G)=u(08)=0 


的 唯一 解 。 

如 果 还 有 aco s>- e), MA A ERR raa 
ERR т). 

证 明 НЕ. X бо, Е, RERA 


5(8)— s(x) 


| GG - атс 


в ~ scp) стау), 
13724 (5.3605. KAA чх) = (57) (х) га, В] БИ, 
所 以 由 两 点 边 值 决 定 了 唯一 性 。 Е 
285.4 ВЕХОА Ф, WA а той 


В„Га,В1= | GG, отав) = (812622, - (5.37) 


因而 它 是 x 的 连续 函数 。 如 果 撑 有 sC), 则 有 还 可 取 成 n。 
证 明 5. ЗОЖ М СПС В р(х), 45.362 
得 到 
Ар= —1, 
| оба) ь (В =й. 
ох, ога, ва ош Ito 公式 ， 我 们 得 到 
EX gar) 00) = Е, | e Ddue - Е„@ Дт), 


(5.38) 
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++ ИФТ СЕ НН Ж ИУ ЕНЕ. RRE 
Ета Ни Е» Лт) = lim (005) ~ Eat X sard) 
=u(x)— E,v(X ,)=u(x), 

于 是 由 命题 5.3 恒 推出 E.r= (SDC. 命题 得 证 ， 

sri5s(0rD) 是 第 一 对 用 来 刻 划 4 扩散 忒 的 重 。 它 们 的 有 限 与 
FERRA ron 的 可 达 与 否 ( 即 定理 5.9). Зп 它们 都 有 限 ， 
接着 的 问题 是 ， 关 能 否 平均 地 在 有 限时 间 到 达 边 点 ? 也 就 是 门 ， 
例如 说 ， 在 є(т)< от, НАННЕ Elar AR? 

引 理 5.7 #5(т,)<]со, MH 


Быт в›т}<со<=> | ИИ m(dz>s(dy)<co 


СН Еее (rira) НУН Ж). 
ЖЕН 由 命题 5.4 


SCT = sx) 


Ета, = Ss 2 f esey) —8(а))т(@у) 


505) ~ s(a) ("> 
золу саа), SED TODA. 


所 以 ` 
Ета, то |" (зга) - з‹здт(4у)< со 
«> [7 mea2yscay<ee, 
定义 5.4 УВ *: 任意 取 定 cC (г), 
коо = | | .mcdz)s(d) (=f f saom (ds)) 


СШ ТЕЧЕТ, MA C ARSTI e WRAEK). 
ЯМ, rp aom 50) сор eom — co, 
IE, Es D sCeo MWER, E5. 942” ËA А АТХ 
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到 和 两 个 过 点 的 概率 分 配 ， 但 是 并 未 给 出 爆炸 时 乾 * 是 否 右 限 的 
判 据 ， 然 而 由 下 面 的 定理 5.10 立 刻 可 向 ; 25 < 在 两 信 边 点 处 的 什 
均 无 限时 ， 尖 在 有 限时 间 内 达 木 到 边 点 ( 故 过 程 是 保守 的 ,有 即 尽 不 
断 的 )。 为 此 我 们 沈 证 明 下 面 的 引 理 : 

引 理 5.8 方程 





[а= 
u'(ey=0, че) = 1 
НИЕ НОО, 它 是 严格 E 的 ， {E re 时 严 增 ， E хе 时 P 
FE, 并 且 还 有 
І+к(ху ибх) те" (ғул) (5.40) 
《因而 * 与 # 在 边 点 是 否 有 限 是 一 致 的 )， 
证 明 先 证 65.39? 的 解 的 存在 性 。 由 命题 5,3 的 1” 可 知 
(5,39} 等 价 于 积分 方程 
поо 1+ |" | umde)scdy), (5.39) 
ca c 
ИПИЕ Е Ж 
WOS маз O = 1+] | Hn) ms)s Cdy), 
于 是 us 可 以 写成 Hn = Uo ti 其 中 


вх =], n (X)=<x(x),=<, 


аъ С) = остаз) сар) (поз 1), 


(5.392 





出 归纳 法 可 证 明 


ооо 


因此 sO E JS E Е ВКО ЈЕ В исх) BER 
AJEG. 30”, ЗЕ ВАА ДЕ 
1+к(ху=шу(х) +0 (х) и, (х) чх) еж), 


REREH ШЕЕ, (5.397) 有 两 А ч, MA 
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tu(x)=u (x) - u (x) W Hi 
Ux) = | | р(жут4туз(Чө), 


它 是 连续 的 ， 所 以 在 -ex Еос С. т Е ИЕЛ: 
ИАН, 3840849 3 
COT 


С —=Ü (1—5), 


РЕ, МСБ. 39) ЖЕ — ич +. 
定理 5.10 АЛЕТТЕН U ЕВЕ К 
ef 二 站) (5,41) 
RAPETE: соо Е) хе (т, RBA eo. Ж— 
种 情况 即 六 是 保守 的 ， 这 种 情况 发 下 ， 当 且 仪 当 
кгр) Е КСК.) = сс 


证 明 ARAJE KC S кт) = сс р e(x)=:0. Ш Z 
A ОЖ ГА ЮНЕ С) СР м ХИ. МГ А 起 
А, 5071) оо, ибх) HSR. ВАЕ. Ж Дит) = ибт,) 
= 2с, Рети соо, ШСЗ. ЗИ 到 
стао о -UX o = [Геи CX DBs, 
所 以 
ечеи. 
ЗАРЕ. "ЕЕ, Е $. а= а, prop Да 
+ г, Не бы СХ, ЕЕ РА ЕЙ. 因此 
Си) Ge APOM, 
НЕ Рет" их Жл у = 1. 
是 由 定理 5.9 的 2 可知 在 后 <2s17 上 应 有 
和 (XO =e" биг) (ае uC) = eo, 
这 是 不 可 能 的 。 因 此 PC 二 sc)=0。 
Лик, ЗАПИЕНЯ Meo С 7 Жо, ЖЕНЕ ХЕ (r i, r.) 
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恒 有 etx) 汪 0。 事实 上 ， 我 们 不 妨 设 xC72) Соо, Р 5 (т) оо, 

H ЗГЕ 5.8 Ниро. 5 FEF 28 fJ Hh Не tAr Я х 

Хула», ООЗЕ Р. ЕХ isa bia Жут, Я, 
yla,r,l= z, Aš. 

A= p. \ го, Ни (г. соо ЖЫШ ДЕН, ФЕТА Је але 

XH(X амт, АФ? BATE P: A RE, E5. Зе = a, 于 是 

对 a<<x<rs 我 们 有 


ча) <<и(х) = Ere aA UC targat) 


+ Ере Ta tut X, да) 


uD + Erle TUC ix, peery e 
所 以 
Erle ly, aetta) 270 
由 此 导致 | 
Pal х, isa 0. 
从 而 | 


` e(x) =P: 00)>0. 

定理 5.11 е(х)==1, МН. КЖ ЇЁ RE: 

1° Rr НВ; 

2° ODEA -TARO ксеро), я — А X Bš 
(кту) = co) ,但 是 后 者 对 应 的 s+，) 无 限 (s(71) = —оо), 

证 明 ”充分 性 ， 如 果 1° 成 立 , 那 么 3C71) ,sr 四) 也 都 有 限 , 所 以 
命题 5.2 一 5.4 中 的 ,8 可 以 分 别 取 成 产 及 7 于 是 zx[Lrurs]=*， 而 
ВЕ. 20, ҢҢ ебх) = Palaos. MER eA 
Ert, raa, AEP a r] = 1, 其 因为 这 时 候 sr = 
= со, srp, ЖАБ. ЙО ЙЕ РЕЗИ] Р.Х, И) = 1. 
TEHTA An + Уп, т. валю 就 应 有 
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1 
. в(х)— s(n + — 
Нар, (т, >т.) = lim соп р, 
т-а п 


ame gCr,) -sr 十 1.) 


п 





ВТЕ = Trayro]= Tp ae, dP). Aik 
ебх) = Pt ooy = Pelr, < 00) 


>Р:( U (зар, JEL | 


必要 性 。 用 反 证 法 ,如 果 1" ,2° 3-8 АЕ, ПСЕ Pa #h n] АЕ: 

芒 tCr1) 与 x(7s) 均 无 限 , 则 由 定理 5.0 使 得 etx) 寺 0。 这 与 假定 
e(x)==]3F 4, 

Фе кк КН СР кг) < со), Ш 
ЗЕ кс, > = оо, s(r,)> — со, ШН 5. 92° УФ,Р,СХе=г,) 
20. 仿照 定理 5.,10 证 明 的 第 一 段 可 得 到 往 信 之 0} le-tu( X.) 
HER., EEX: =r Бесе) сек) = ce, ИР, (<, X; 
=ғ,)= 0. FE 

е(х) = Р.(&< 00) = Р.(6<00,Х.= ғ) 
EPX g =r,)=1-P,í,(X¿ =) <, 

这 与 假设 e(z) 王 1 也 是 矛盾 的 ， 

定义 5.5 рт, ҢАН) А СЗКогово4) ҢА Ш № 点 ， 
ЖП (7) = oc GRA НВ (г, = ос); RARS MARN , iscr) 
<o, KD =< ОН Из (Р) > — сс,к(тгү) = оо), 

由 定理 5.9 的 1 №2° Z Фа п, МАХ ЕТА Е ЕН 
都 以 概率 为 1 地 不 能 到 达 ( 绝 不 可 达 ) 自 然 边 界 点 . 

定理 5.12 车 rs 是 吸引 边界 点 , 则 对 于 YXE (а, т) (а>) 


1° PyxCGr[a,r, |00,0, r,l =r) = 0, (5,42) 
2° тга, |] = so БЖ 1х, =, 
Ё = 
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这 就 是 说 ， 不 论 什 么 情形 ,天 ,在 有 限时 间 均 以 概率 为 1 地 不 
ВЕЗИ S DEJ Se 
证 明 jin r=r a,r H PARIER, Ж (5.42) Е, 
MEREN ЈЕ, MARTELE (а,г),С, №6, 2208 
PaO Xs =т,)]®б\, (5.43) 
对 于 x<y<fs 及 任意 C 关 C， 对 初 达 2 的 时 刻 z 用 强 马 氏 性 ， 我 们 
便 得 到 | 
б РСС, X, = r.) 
=Е.(Р.а=С,,Х „ато, 1) 
= E.(P;try +6, TEC 9r X, = r. |=.) 
ЧЁ„(Рь 8, TEC bs Xr = ri | Ж, 2) 
= Б»(Рх, (т&С,Х, = ray) 
= P OZC X, = ra) | 
=. P I (rC = Ру(т=ш (С), (5.44) 
对 于 ssSx 及 Cocs0, 我 们 有 相应 的 估计 : 
рас I + Ca) 
Рута, Cr (ба. оО 
= Еб а, > С РЫ. з ЮС. а, х 
= Еу ада а Са, Px „С=С. 


又 因为 Pu(rs CD =1, Д 
Px a (СОР, а=Ср. 


再 利用 55.44) 及 Chebyshey 不 等 式 ， 我 们 得 到 


Руст 1 + Саш Ey 【Toy z CT 
=P lT SCE y(t a, x lC) 


~ Eyt a,x] 
> — it. — 
>a {! С. ) 
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тах БутГа,х], , 
>a (A-C 50. * (5.45) 
2 


С=С, +С, 845.44), (5.45 ДЖ 得 


P agoi., 

于 是 
| Р„(тг>обу= Р (тС, дото) 

= Ес rOet] F o] 

= Басра, 2202] 

= (1-ó0)E;L sess d 8). 
用 归纳 法 立 得 
Pil H: 


Ел 2 (+ DCP GEk + DC) 
k 


<б 2ш@-+ 1)(1-6)k oo, 


四 引 理 5.7 这 麟 推 得 tCr2) 00O。 这 与 假定 rs 是 吸引 边界 相关 Л, 
所 以 1 成 立 。 

现在 我 们 来 证 明 2*， 诅 为 fo 是 吸引 边界 点 ， 所 以 st72) 守 ce， 
кб") = со, ҷа хт, В, а Е ӘЛ д”, ВА 
sa) sce。 于 是 由 定理 5.9 推 出 ， lim Kae APOE E, 


talor ry 
Za m fO, Та, r= 907. MATEO. kee. dP B Яу X rL (t 
=r ern. ЖОЕ F, ИН, ЛЕЛЕ О ПЕ Ж T ЖА, 
АХ насці аа," ED, Жас бт... РЕ т[а, В] 
< co :当然 就 有 rap 二 cfa.e,dpPz)。 但 是 在 4 上 应 该 有 rayra] 
= тга, 81, ТРАЕЛЕ Яга, г, 1<ос(а.е.4Р,), іх АСО № 
М. 定理 得 证 ， 

WREE х, ОЕ АА ОЕ, 并 不 停留 在 边界 上 (这 了 时 XX 
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不 再 了 值 了 于 率 了 ,能 不 能 加 些 条 件 使 它 保 持 马 氏 性 质 且 重 返 (r,， 
7286? 

RMP Xe (5) 为 最 小 4 扩散 过 程 ,并 用 一 个 专门 的 记 
EX 1 来 代 赫 它 。 我 们 要 寻找 使 XX 从 边界 点 能 连续 地 返回 (7, ›г,) 
的 条 件 。 在 返回 (7 72 后 当然 还 让 它 按 原来 的 概率 方式 в). 
下 而 我 们 要 给 从 边界 点 rs (或 *0 “连续 地 返回 内 部 ”也 称 “ 弹 性 
返回 ”或 从 边界 流入 ”) 以 一 个 较为 确切 的 含义 。 设 XX 和 "(a 
<r, 一) 为 方程 

X, = (r, — £) + | ocX yan, + [образ 


ERRA Са, г, НО, КЕНТ r СР е уа). EASO 
BREKKE., {к= rz 时 ， 我 们 补充 定 叉 5 但 是 并 不 过 58) 
Хуг, 
(в бев, – В D, F <= 
于 是 是 Brown ERE F garg) 5 X, IFE 


: 
Y ,= x +] sep bY ,ds 
ð 
在 相 空间 (a， rok AE, Y Ж Ж AR ЖЕ ВЕ Я Жт,. 我 们 补充 定义 
Хе, 
Хх ЕХ,, = Ti 
于 是 X: ЕГО, +.) НЕХ, k 


Er Tytti, 


现在 我 们 用 Ат, ВЯ ЕН, A 相应 “Х,”, 

ТЕЛЕМ р то, ее, BERIMEN Г — E rm 及 和 = 

Tatty t тр. MSDEC +), + DARRA E Ea E НТ, 

只 依 СВ, B, Tg ee МАНЕ ть є, їп Н.Ж L: 11) й 确定 

的 泛 В: т, = Ф(СВ.. с, 一 Векь Га E) СФСю,х) иЄ W 

МАЕ ва). т, l НН Г], Miela dP eD. 
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Ж В 生 史 可 以 一 直 修 改定 义 到 0<<e<co， 成 为 [0,cc) 上 右 连 续 

定义 5.6 ка, со. ПАЛО Хо НЕҢ 六 连续 返 

BORRA) (71,r23)。， 如 果 存 在 5 汪 0,7 了 守 0， 使 对 于 任意 e 守 0 恒 有 
P, С ELOT IA h а): 


《 即 对 =>. 

定理 5,15 EE x(r<ce。 那 么 最 小 过 程 X? 能 .有 自 六 连续 返 
问 (C4,72); 当 且 仪 当 它 的 标准 测 座 满足 тг.) оо, 

证 明 Зо ЕР, H 7, iü X ЕАН Ч ма, 
т) ВЕЕ, #4 如 =0。 正 刀 前 面 所 握 述 的 那样 ， | 

Tk kai ŠK (5.46) 

是 ii,d HORER. МЕ S pj ХУ! ар іл. 
的 .得 是 由 Sr)<cc， 定 理 5.9 及 命题 5.3， 我 们 存 


are (73) —S (r> — 6) 
人 (rJ -sta П (5.47) 





Р, 


‚- 
Е... = (SD Cra- OEV = в), (5.48) 
于 是 
P, СУЗОТ 00, ЕЕН а) 
一 一 п 
srp- iosa] 
24 а AERES 王充 分 近 时 ， 由 定理 5.9 及 已 给 假定 x(ra) 
<o, RNE 
Ус, - 6) = (51) 02-8) 





_ 5С) — 8072-6) [тат 


= Су sea) ($) —s(a))m(dy) 


s(r,-—£)-—s(a) [72 
+ ESER , Ке —s(3))medy) 


—0 (10, 
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所 以 其 倒数 的 整数 训 4 分 


-=| 1 2 


ВР e.o 的 事件 Ar 为 
АХ НЕГО, Торф а, 


Р, „.,‹САү) = Р... (АТ) 二 -s 


sP. Agg ЖР. -a TIE, 


«Аг, Та, 


P. (Ар P, Ат, Роб, 
Р.А: Tis, D 


= 


ПЕТА )- P т. СГ эп, >, 


{В ДЕ En aae dP, a), ИСД TEEI, F ra- CT en) 


0ce +0). МЕТ 
“P. СЛЕ Е ЕР >Р, _,(А, RE ERE” 





sr) — s(r £) n, _ 
esi- i- СӘ "СК Ө "лр. НИЕ» 


8S(ra) (ть) na _ 
<> ва - s(r,) — 5а) | —1 

п. (Ss(r;) 一 人 (Ya — £2)) = 
еура 


<-> limn, (Sra) -S(r — 600250 


1-0 


Усе, - £) 
O кя o 259 
li У (а) К 
< 一 > На - <, (х) Дос <— ар, 
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其 只 

Vix) 

s' (x) `" 

根据 命题 5.4 我 人 应 该 有 ау” + bY = = 1, МИА 
Үү”! Vs” аз’ —ау'5” 

т в Т = = дЕ? T 


zix) = 一 





г' = = 


ау” +bV” _ 1 
as: = asr" 


于 是 #(х)], mE 
z(x) = Fradi dy +C, = mex] +C. 
从 而 得 到 
(т) ос <—> mi с,т, | oo «тату 90). 

定理 得 证 。 

定义 5.7 rs 称 为 (Skorohoed) 吸 附近 界 点 ， 如 ко | 
Н. mie, = со (OF r НЕ 50. 

定义 5.8 r, 称 为 正则 ROF, Щ Ж (т) со, тро, r, < 
сс, | 

由 定理 5.9， 冠 理 5.12 必 定理 5.]3 可 知 , 和 在 有 限时 间 以 王峰 
率 能 到 法 吸附 边界 点 和 正则 边界 点 。 但 居 在 吸附 边界 点 不 能 连续 
返回 ， 在 正则 边界 点 则 能 连续 返回 (例如 ， it P lim ХОВД 
ЧЕН а >. I 

以 上 的 Skorohod 甘于 边界 点 的 概率 分 类 法 有 天 确 的 概率 含 
多 ， 我 们 总 结 如 下 DL r WB WAATA 

Н: эту = оо, т. ЭКОН ВВЕЛ; 

фп], в(т„)<їсо, x(r,)= co，Ts 在 有 限时 间 不 能 到 达 ; 

ШЕ: Ое) Соо, тре,т = coyrz 在 有 限时 间 能 到 达 ， 不 能 
iB |81; 

ЕЙ: корсо, m[e,r,]<ço, ПЕНИЕ [ВР 能 到 过， 也 
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能 返回 。 
ж 为 了 与 某 些 书 上 常 引 用 的 一 维 扩散 边界 点 的 Feiler 的 分 
析 分 类 法 比较 ， 这 里 扼要 地 列 出 Feller 的 边界 分 类 如 下 : 设 


ча 
Аа ЕЮ Аа YAD (ҖИ 3) 
Е И ,如 果 方程 
(2 - A)u= 0 
有 两 个 线性 无 关 且 在 7; 附近 有 界 的 解 ， 则 称 r, 为 可 流出 的 边界 
д; ЖУ 





(А- А*)ра 0 

有 两 个 线性 无 关 且 在 r PRETE MIRR re Я 人 的 边界 
д. Feller 分 别称 边界 点 тә 为 

自然 的 : Жо, 不 可 流出 也 不 可 流入 ; 

ЖА: E r, АРНЕ НАН Ар А; 

流出 的 : Же, 可 流出 但 不 可 流 人 ; 

正则 的 ， 车 r 既 可 流出 又 可 流入 ， 
Feller 证 明了 ， 

rz ир <=> (г) < с; 

ra ПА R Cr) соо, 
Bh ROODE w (x)rh so тоны И 后 ВЮ. 
АЕ Feller у y ray ЖЕ ta Skorohod 的 概率 分 类 法 之 间 的 对 应 
ERA: Ara t 

(В ARE HAR E s(r,) = sc”; 

(Вр > (F) Н АН. (г) ос; 

(<= (Fin tH; 

(ЕН «=> СРЕ B, 
根据 Feler 的 上 述 结 论 可 知 在 r, 为 流入 边界 时 必 有 


те, ТСО, 


$5.6 М F 


例 1T( 线 性 扩散 》 SEO <>) БАЙ, 
Af(x)=axf”+(ex+d)f' (а,с,а ШВ, a> 0), (5.49) 
对 应 的 SDECoC - ),b(，)》 有 系数 
с(х) = Bax, В(х) = extd, (5.50) 
它们 在 (0, оо) F Lipt, MATTIE, ЕЖА 
扩散 。 在 ce<0 时 称 为 Laguerre HZ 
现在 我 们 有 


e(x) = Г exp] - Г, 条 dzjay 


-ed (5.51) 





1 - ~ 
т[1, x] = Е су) = те ere ea Чу; (5.52) 





кх) = Гата, у’ Су 


1 [т у 
= ( ete2a)zs(d/a)-1d= в (79) У e d/ady, 
1 1 


(5.53) 
TEHTU но Мож 
s(oo) = << 20-0 “c= 0 Н 4= а”, 
s(0)= -qd Ea, 
eso 时 对 хоо M L'Hospital 法 则 ， 我 们 得 到 
eszyr, a>0, 
| 40572-1, 
° In >, а= 0,ғ= - 1, 
常数 ， a=0,r<-— L, 


И: хоо 时 
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mr 1,x1— 


其 他 情形 都 有 т, ос) соо, АТД 
т L, 96) < oc c< 0 м 


X 34 x 一 cc 


"ЖК" 


| 常数 。 


| К 
F 
常数 ，| ус ауду, 


Kx) = 


常数 ， 


常数 є'°/@)4(Ф/@1-1, с>>0, 


常数 . gira, 


常数 。 lax, 


时 
r= 

v Чу , 
y 


rr 
14у, 
1 


1 
гг 


y tdg, 





| 常数 。 р епа) уфа dy, 


国 此 我 们 恒 有 上 


(сс) = ос, 


这 样 边界 点 吕 为 


自 


然 





cok Keso dga” | 


对 于 边界 点 0 ， 


我 们 有 


— 


at (5.54) 
а 
£ = 0, а = Ü) 
“с=0 B. 20”. 
с, 
4 
а 20, 
4 
c=0, | a=0, (5.55) 
4 
а 0 
e<0, 


Б 
чї 





e= 0 s €c = 0 Н ага” 





4 
$00) = ~ co <=> _ 


Leds; 


d 
тг0,11= 4 1 145050, 


而 当 x-*0 В 
872 


sof» ars lnydy， 4=0, 
co (0.56) 

ж. etase пар, axo. 

і 

а 


FREA KD = co <> 一 - 1<—> 4 a, Рн 0 为 


—— 
自然 ”吸附 ; ШОШ 


-d> sa 450 0=4<а 





总 起 来 ， 我 们 得 到 
Хата, 

如 果 不 把 0 БА Е, ВАЗ РА Ж В — ос, 2) Е М 

算 子 
[本 (5.57) 

È ХЕ РЕ SDE(V 2ах*, сх+4). 这 里 ох) = v Rax – оо, 
20) 满 足 1/2 НаЧет 条 件 ，b(x) 满 足 线性 增长 条 件 。 因此 按照 
定理 5.4，SDECv 2ах*,ех + DTE 在 轨道 唯一 和 解 人 *， 而 且 是 保守 

记 SDE(v дах, сх) © ЕЖА Хо. 由 唯一 性 立 得 
РЕЗА 

4 4201], HO E BD 5.6 E Ш, ЯША, 0, ЯНА, 
XP =0。 这 说 明 区 МАНН НО, 0) 上 ， 作 为 相 空 间 
[0, о) {жр АФ ИК. 但 是 XS, WAA 4>0Н. Х„=0, 38 
АХ ВЕ Ж ЖА (0, сс) ,这 时 候 答 好 也 对 庶 于 "ГО, ро 
(实际 上 是 Feller 的 可 流入 边界 ,而 用 当 0 一 4 一 a 时 0 为 正则 边界 ， 
在 духа 4 № Feler 流入 边界 )。 = 

例 2 ÆW, ce? 上 对 于 算 符 

АДС) = ах“ кх? (apyay 有 常数 ，a>0)，(5.58] 
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жр SDE(v Zax", bx), KARRA Lipe, Pi 以 有 扫 道 唯一 解 ， 
对 应 地 有 A 扩散 。 

现在 我 们 有 

коео ен) 


= Р-Р Dna 
| exp( a Bari y, B-nas- 1, 


т _ РЕ r —h' 
Fe ooy = [y b'ady, В-а=-!. 


4 #-а+1=0 8, 








b 
s(o0) ос <=> >1, s(0)2> 一 o> 1. 


ш g-a з(оо)<ссс<= >>; П 58‹0)7> - °° ің 
成 立 ， 


ч В-а+1-= 0, (20) = +оо; П) 360) > - co< >b 0, 








其 次 | 
т 1 а ( b r) КЕИ 
Г 2? ехр а В а+1 dy, В - а= – 1, 
тх) = 
бт 1 
| — yit 6/0) dy, В-в= — 1; 
1 @ . 
(5.60) 
fë Lyre 2 1 Т)а 
i a” Pla -atl у 
_ b 2-91] | 
K(x) = А 2% м -q — 
( exp ( а В a+ 1 Jaz, В т І, 
Г l ась ауз- tdg, В-а= = 1. 
Jadi © 
(5.61) 


Pey xolt RA: ЩВ-а+1=0, 
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常数 .| -aedz， а-у, 
1 
T 
коор о [Опава a-si, (5.6% 
1 
т b 
.常数 . Ѓ z- dz, a= Tl 


ш -a+ 12>0BF, H L'Hospital 法 则 在 50 时 可 得 
ua 8+1] 
Г y" *exp( 2 2 Bat] угит Ja У 


#-=+1 
~H er {#-е+1)- mexp( 0 z 


а й-а+\ 


=Ë +1 


~ER ope auri) (2-+ 20), (5,63) 
最 后 我 们 得 到 :在 А-а говне Efi 








к(х) ~ Ж ‚ [Теш (5.64) 
所 以 边界 点 co 为 | | 
ня | #- в+1=0 Н bso; B-a+1>0 В bao б-а+1<0 
СЕ й-а+1-=о, 5а Н а<2, f- а+129, У 





B-—a+1=0, Боа B. a =1 -è 











吸附 
В-о+1=0 H ?<а@<1+ 
Ё-а+12>0, b>0B0>1 
_ _ - 
正则 В-а+1=0, Ва Воін 


在 x 一 0 时 我 们 有 : м д -а+т- 0р, W 
常数 276-045, a- 


b 
a 

к-ст. | =weinsas， а- hl, (5.65) 
b 


z 
常数 。 | 275/645, а——-<1, 
1 
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| 172, а ? 1, 
a 
коо). ==>] 
в _ . о. 
P: “1, “а 1, 
о ив. 
mE ~ = ос < п а Т 
M 8-а+1]17-0, s B. a+ то B. b= ор. № 
Ж. | In zdz, а= 1, 
кх) ~ (5.66) 
常数 . yont =, A 1, 





KED) Toe о, 


т 


же = с | ydy (mall): 


"й-а+усо R ba: 0 RF, h L'Hospital 法 则 可 得 对 于 70 
Ti 





全 rexptrorrydy 一 常数 agat] expen"), (5.67) 
1 


КЕ Г -г=й-а+1, H (53.681) ЖП 


1 
K(x)— Ж + [ = И, {5.68) 


于 是 此 时 
. ке) со» е1 
Е KCO 255 下 还 有 ( 当 x +0 BPD 
} -PP-a.l 
тоо telr рса гр). 0.00) 

ВЕД m(0) = - se。 

于 是 边界 点 0 为 
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#-а+у=ф, baH a B-a+1<0, b=-0 R a22 








ж Я, 

i д-а+1<0,0<0,8 821; #-а@+17>0 Н а? 

p — ЕХ i 
жоош B-a+1=0, Н1+ a2 B-a+1<0, b=0 Higsa? 

| #-a+1<0, b<0 E Pel В-а+120 Н 12 

i | И ИМ 
т н | #-а+1=@Ңа<1+ Th #Ё-а+1<0, Ф=0Ңа<1 


B-a+12>0, а<1 





В ЛЕС SO Н Ж РАШ я СНА УРЕН. 
特例 ; 

1° (a= В- 0А = ој" + bf!, со (Skorohod) (25205; 
w5 G0), 0 EM, 



































2° (b>>0,a= 0) Af=af"+bx f’, ` (5.70) 
со 0 
f>i ， 吸附 M 
сівер — | 吸引 ПИШЕ 
| bca | наск Е ”正则 
p= -i | baa HACS) р HRD Е 
| Бра сву | 自然 (5) = 
#<2-1 Б BROS) Г Она) Е 
3° (63 0,а=0) Ај= ај” +bx8f?, (5.71) 
со ДКС). мВ -1, 或 8= -1Н a> ]b|BF, 0 为 正 


则 ; 当 有 = À-1 R ass |[5|, #& A< - 1FF, 0 为 吸附 . 
这 里 af” 相当 于 Brown 运动 (标准 Brown 运动 的 a = 1/2), 
而 Бх? 相当 于 相对 于 Brown 适 动 的 漂移 。 由 3 可 以 直观 地 看 出 ， 
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对 点 0 Ba R BIZE (b< 05 38 w? PS РТ 非常 大 ， 那 么 0 Ж 
附 ( 流 出 边界 )， 不 然 就 是 正则 边界 。 由 2° fH ш Ж Во 
时 ) 的 相对 漂移 5x2 非常 大 ， 那 么 0 是 白 然 边界 ;而且 不 I atA 
是 什么 值 ， 由 2° 可 知 决 不 会 出 现 0 是 吸引 边界 的 情况 (注意 
a=0)。 在 0 时 也 不 会 出 现 0 是 吸附 边界 的 情况 ， 因 此 如 果 向 
右 的 相对 漂移 不 够 大 时 ，10 REMAR. WA: HF 
| Аў=а/*+&Ьх*#], | 

МО, 0 д ХИ ШЕЙ; m О P. ОН Е ЙИ; 1% 
5=0 时 ,0 点 为 正则 的 。 

而 在 关 处 ， 向 布 的 相对 漂移 不能 大 时 就 是 和 然 边 界 ， 相 当 灰 
БАЕП ВТ. АГИ ХЕЕЕ ЖЕНЕ Ë E {АЫ АР 9] ВЕЛЕ ДЕЕР 
边界 ， 例 如 当 (ху = ez BHD ЗЕ. ПЕНА bOO 在 se 的 
估计 使 = 成 为 正则 边界 ， 这 是 一 个 纯粹 的 数 党 分 析 问 题 。 

EA pink а= 0,8 为 非 负 整数 ， 还 可 以 考虑 (- oe, ce) 
上 的 问题 。 这 时 边界 点 — 器 的 分 类 可 以 利用 对 称 人 性 从 例 2 中 的 
2°,3° 得 到 ， 

$] 3(Bessel 随机 微分 方程 与 Bessel 扩散 ) 性 虑 便 1 的 特例 ， 
Af =2xf“” +ар", Вр 


а= 2, с=0, 4=а=0, 


对 应 地 考虑 SDE(2wx a), FES A AR aD; m E| 
GSD; 0 ЖИ (а); ЛЕ (а 2); Bias. 

EE SDE х,а) 的 初 值 为 Xo МИХ. 2 F(x) мх, 
于 是 P = ух, Р = - Мах Е. 对 Y= VX = FOX YI) 
Ito 公式 得 

а-1 


ау, =ае(Х, > = dp, taz! 
上 


а- |1 
= ів, + бү ds (5.72) 
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у, ў 5р Е‹(1,(а-1)/9х), Же Bessel 随机 微分 方 





= 





Ари". 


由 例 2 am, EO, 2). Е ЖЕ (б.т. PF 点 


я. SENHE KERA Bessel P AOR Bessel т), 


(5.73) 


E со 当 п? 


时 自然 ; 24 а>2 ВНЕ 5]. № Я ОЦ а> .2 时 为 自然 : Щщ 0= 


a< 2 ВЕ; 5 a= 0 ЮР. 


й В) т Brown 运动 , ЖЫ 0) ВСК L, 


ХЕВИ, 9, В) = |в, (R, >. 
НЕРВ, = 00 = 0, 所 以 





于 十 用 Tto 公式 后 我 们 就 有 


т 
аХ,=4К(в,у=2 УВВ + тй 


К= 1 


=2|B,ld (f ив, | аву? ута 


= 218,148, + mat, 


K 
+ 
+ 





В; = ‚> 125, ав, 
(py 
= -ds = 
<В, F > Св. 6 
因此 В е Brown 和 运动， 于 是 
=2V X ав, + т9е, 


HCX, DESDE хп. 


т), F 


需要 注音 的 是 ， 从 这 里 的 SDE(2v ХЕХ 11 B| ° 
WAKU, 00 2 SDE(2 хо м, МАХ, Я 
1812... М ть E ВН 0 的 时 刻 . 但 是 Ап ORP X AEA 
SDE(2 мх", тә) йу 解 ， 邢 么 由 例 1 最 后 段落 的 讨论 可 知 当 
Хо зон Х.20. ХХ УВ ARKAT. 于是， 我 
们 有 

命题 5.5 1° mġgBrown 送 动 百 的 平方 向 径 过 程 | 互 !* ESDE 
(2х, по WR. И В:, Ст, Æ BOTAR e WJ Ж) дт I 


Bessel! 过 程 (《 但 是 | 中 【在 (0, сс) МНЕ А 受 Bessel 方程 的 “ 管 
Ж”), 

9° М то BF, m Brown 运动 在 xs0 ШЕ, НО 的 概 
40. 


闻 时 ，Brown 运动 为 常 返 的 ( 即 对 任意 球 S, P (9,155) = 
1， 其 中 o, жр $ И), У НХ 3 E 14 Bessel 过 程 为 党 
返 ， 

证 明 ”只 需 证 2?。 此 时 0 为 Bessel 方程 的 自然 边界 ， 所 以 绝 
不 可 达 。 因 此 iB|* 是 取 值 于 (0,cc) 的 不 断 过 程 。 故 В, 击 中 0 的 
概率 为 0。 

为 证 常 返 性 的 等 价 条 件 ， 只 踢 注 意 Brown 运动 贞 中 任意 球 
的 购 率 与 贞 中 以 原点 为 中 心 的 球 的 概率 是 相等 的 。 命 题 证 毕 ， 

推论 Brown 运动 当 220 时 为 常 返 的 ， 当 ds3 时 为 用 时 的 
《 即 对 任意 x. Р. (|В, 02) = i). 

证 明 ”由 命题 5.5 及 定理 5.9 即 得 。 

直观 地 我 们 可 以 想到 ， 一 个 详 阶 和 另 一 个 半 阶 的 独立 Bessel 
Е РЕ А А ЛУ ЖИ FB РУ E m + n Вгоуп 运动 的 “绝对 值 ”, 因而 
y m +n М Bessel 过 程 。 这 就 是 | 

命题 5.6 ШУ, Уа ЗН а.а, МГ Bessel 过 Bz, 
у= (ҮЧЕ + ©) Жр а, ча, И Bessel 过 程 。 
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证 明 = 
а ; а; -1 
у = во! + ыла, 





Fixx) = xi 
于 а pt = x; Е" =: хі Вз Ito 公式 
т, Е’ тт; ЕЗ??* zç T 


ЧУ, АРУ, У) 











е. dB, + Е tal dt, 
t 
ТЕ; 
эу _ [t CY 245 + Oy 2 ds 
<B>; = |, Сү 01752 + (ҮТ)? = k; 


В Ж Brown 运动 。 按 定义 工 是 o, + о, 阶 Bessel 过 程 。 


$5.7 Brown 桥 


定义 5.9 (QF, P) РЕВА, ОЕТ ХИ 0, T; 
Brown 桥 ， 如 果 它 的 分 布 为 P"(4 wr,=0), 其 中 PW 为 Wiener 
Л, HD 

Р(Х.Є А) = Р(А|ит = 0) (УА €Z: (WŠ)), 

命题 5.7 ЖШ Х,(б= ЕТ) ЖИ б, Ту iL Brown Ж, 
ч Н.Х НН АЕ ЖЖ: РОТ, 有 

PCX са, м, Ха, 





1 а 91 _ 
= ГОДЫ) | СОС Бух, Xy)... 


x (РСТ inn U dx "Ах, (5.74) 
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其 中 ВСЕ, х, у) Е Brown 运动 的 转移 密度 。 
Brown 桥 也 可 以 由 角度 扩张 得 到 ， 记 


= 一 ЛЕ _ А __ - 
Cual OT = {ш w= (W, iao Wg Е, o= Wr, = 0+. 


H (5.742 Е, ВУК AC OTO ЕЁНДАЕ Р. Pi 
ФАНЕР FE О, Т, Е Brown 桥 。 

由 于 我 们 对 Brown 桥 具 要 求 是 以 (5.74) 为 有 限 维 分 布 的 连续 
过 程 ， 所 以 它 可 以 有 这 多 个 同形 式 的 表述 方式 ， 

Т ЖЛ. ш Brown ЖКХ, 它 是 期 望 为 0 的 Gauss 过 程 。 所 
以 它 的 分 布 册 相关 国 数 ЕХ, X Соат ТЕ. НОК, H 
ТИ [0 Ti. Е Brown ЛГАН ЛАН ЕЯ 

ЕВ i= O, 





зЁ (5.75) 


EBS ВТ set po 


因此 我 们 有 
命题 5.8 3k Ph РА ХОТЕТЬ) д Brown Я, 34 R. {У 4 
st 
XAO OD EX, =0, ЕХ,Х,=5 1-5-0 Gauss jf Ri. 





例 1( 用 Brown ДЕ 5) ЖЕ ЛЕ Brown $) ИВ 00.7 0) Brown 运 
动 ， 那 么 


Вр = В, В = (Br 7 Во) (5.760) 
1 
де Brown г, т R. В'Т' `В, Вт үй 下 
事实 上 


. 一 t t 
pr В: (1 Е F, J | Т; Вт |] 


= В, - E(B; i Bos Вт |)› 


ШЕВ Bo = EBY Br >50. 由 联合 Gauss 性 就 推出 Е 
ФЕ. 
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注意 : ВР ТЕС ЗЕ, 而 是 对 (C.F (В YR, 
例 2( 用 随机 积分 表示 定义 
- ї dB, 
А t= ИЧ 一 了 1 J | - 


„ШТ 《5.77) 


А X € я, HIH. X, ,/G T GT) ECZ йй, ВХ 
满足 命题 5.8， 因 此 和 ЕГО, Г, E Brown 桥 。 
У ЗС НР НИС PE ЖЕ y ЛЕМ 2 ih Тү, X nj 
АЗ Өн По ырайы pa, ЖЛ te 公式 我 们 得 到 
dX, = (Г ш Jat- dB,, 
因此 


dX ,= dB, + 


d 5.7 
T, t, (5.78) 


所 以 外 是 SAT Е SDEd8d1,x/(t ТО ЖИ ИЙ. H TAHT 
Жр T UT I А кР бш ЕТ 一 致 地 对 于 是 Lip №, НЕ 
叭 一 的 。， 这 样 (5.78) 就 是 用 以 表示 Brown # RJ — A BË BL Л 

ФЕЙ5,9 1° Brown НМ), ЖЕНИ МХ, Ж 0.Т,_ E 
Brown j, ВА Хе, 也 是 :07 Brown #ї; 

2° ҮК X, AIOT, k Brown 8, M| X, = X (Ti 0 NE 
ТОТ. F hb yh ЖО BR М RE Gauss kh. Хо, ТЕГ, - 
Юл. №, X, 是 马 氏 过 程 ， 即 对 于 任意 有 界 ОУ, 
£ 

EEX DIT Xa ия) = ЕХ) Х,У, 

证 明 1° H Gr BH 5.8 МЕТ. Ш. 09.75), ВИ 
E(X- o. =0, ВХ ДЕ Gauss 出 ,从 而 是 独立 增 晤 的 ， 
因此 也 是 马 氏 过 程 ， т АХ, = БА? = ICT CP 0, TE 

ЕСО (Хи: ив ELAT ORY ON ye) 


X> 
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= ЕСТ QO ОХ ОХ = E(feX,)|X,). 
FELN {йб ЖЕН ЕЁ. 
命题 5.10 “0,T1 E Brown 桥 的 标 谁 化 





х, 
£= Ex: 
А 10, 5,6, T PQ S А ЕЕ 
AT 
КТ. = 5)" 
证 明 由 (5.75) 算 得 ， | 
= М5.10 i$ BYU ЕЕ 0, Г, JEBrown 桥 。 我 们 称 


X, ,= B+X+ >o =x) (QET) (5.79) 
1 


Hx Ti 5) Brown 桥 。 


例 4 


х, 


ах, ав, летие, 


ГА 
X = x 
ВЕ ЕЕ (x Ti, Brown 桥 . 


命题 5.8” ХОТ) СТ, Brown , HERH 
х, 是 Gauss 过 程 ， 且 其 均值 及 协 方差 国 数 为 


Ё 
EX =х +. «ух», 
。 st 
ECX EX) X- EX |) = 8 t — T 
命题 5.9 1° Ton Brown # X , ЕН, WE Хг, 
Му: T, O Brown Ft: 
9° (хут, Brown f$ X, Е, x, = ,是 Causs 
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_ ` = _ t 
独立 增 晤 过 程 ， НХ: руе 
命题 5 


命题 5.11 М ЛЕ (Иә, ЯВА 


JAPY cdw) = сви" ty dD ur dy), 


Heh аф) (х,у) Brown ЖЕНЯ, и, (а) ДЕ Вгожпуд 
动 的 分 布 P(B,C dy), PY (іш) i {i U x П Brown ja д) WJ У 
Ят. 

定理 5.14 X OSISTA; T o y)Browna В, ЧН 


| s 
Xe -às тоса) 
TiS 


2-0, TD E Brown s aJ, AERAR “WEE” ERED 


1 J 
(етл) 
HEFTER. 
МА, ЖОЙ ДЕЙДК. 





。 + dB, 
XTD] EA 





хр Ca， 


3 В № Brown 桥 X, 上 的 Brown 运动， 

证 明 由 命题 5.9 [ш _,(Х,-[х+у-су-х)]}) Ж 89 
TEW plp pÉ Gauss Йй. 因此 B， 是 -0,7 二 局 部 平方 可 积 
Mo ВНЕ 

в | оч) 
及 而 B, 是 Brown 和 运动， 而 且 


хато, 3 т#рт. 
ШЕЕ. 

Brown 桥 上 的 随 宙 积分 Brown 桥 可 以 看 成 取 值 丁 桥 空间 
(C, [0.T 1, «Со, Т. ХЕ, ТЕ ФЕ C. 07:1, 
BCEE E (Со, Т, 2, НЕ 5.14 ВИТА Brown 桥 空 
间 上 的 随机 积分 : ЖТ, =1 


|, (м, ав, = | (2:4 е - ИНЕ ;| 
-f b(@,)dB,- Гос, 2 Bu us, (5.80) 


其 中 Bu = Bal 如) 是 由 定理 5,14 所 确定 的 Brown рю БА) Brown 
运动 : 
ч їр, 
в.) = [а-о (1). 
应 用 РЕСІ, БС + 7) 的 解 的 转移 密度 的 表达 式 ， 设 在 (9， 
= ,CZ PEX EH E 
'Х,=Х,+ B, + [хо 





的 解 ， 其 中 5Cx) 是 有 界 СВО, 9, = 97, TEXTAR 
X,+ В BJ Girsanov 变换 ， 即 X; Æ 


ЁСА) |де» EU aMi) 


下 是 CF pBrown 运动 ， 其 中 


і 1 ft » 
м, =exp( -| ох „ав, ` 5 |, 10.991 ds ) 
t t 
-exp| - {5охах, + Е ИСЕ 1. 
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ГЕ 
这 里 | РОХ,)4Х ,是 爱 续 半 册 的 随机 积分 。 
记 X, =x FF X ПУТАЮ Р.Е ТЕР T X д Brown jë 
2), РАМЕ КОЖУ 
г.х.) = Е.Х) МУ 
=Ë, JX ОЙ. СМЕХ. 


= Ув. м: Пу, Ра, х, ду. 


НАХ НЕ 
ВЕ, Xs у) = Ê CATI: х; ЕВЕ, X, y) (а.с.Чу) 


= Balexp(| xoa, - 5 |, РСА [743 ) X, = | 
хві, х,у), (5.81) 
EGEDAL RRRA лу ЖОМ, ТЕ P, "КИС, у) 
Brown 桥 XX 的 测度 下 的 期 望 。 如果 我 们 记 这 个 tx;t,y)Brown 桥 为 
Хз ', ВЕН 7 


q 


Г Г _ t | 1 | 
Ё, iexp( | LX )dX ,— 1- | ох? ) х=» 





t rt 
= pep (| XE VX 5 | сма ағ), (5.82) 
АИТ ЖЗ Е ЯЯ ХУ ВЫ, ХШ Ха 
(5.76 Вел: 


s 5 
XH SX Ха (Хат Хо) жх 7, (Ух), (5.83) 


мх, 代 * 时 就 有 
XE = Xt Yi 
А5 
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^^ 


F = SV (X Е СО 570), 
Хи) соти Brown 运动 。 {ЕАН 52.7 ДЛЕ Ez 
[е C r 3 bh. Пп BETEZ :) Brown уд ah В. СО.) 
使 





= tX: Ха 
х. В, | “р saa. 
因此 ， 由 (5.83) 我 们 有 
рав, | a 
А Q 





+(х- Хо + Ty (Xi XO 05.84) 
于 是 我 们 可 以 定义 Brown HERBI: № POCE Fa 


t А А t _ t x 一 x 
J Ф.Х" бахр | Ф.Х) dB; ‚| p (Xt S ds 
0 0 Q 


MOEL EON 
1 


‘picx yds, 
(5.85) 
现在 我 们 来 证 明 (3.82)， НА. РФ. ЕЯ, , 必然 丰 
ЕО. ВОО ЕС), ЕФ, =РОХ. ар а.е.4Р. № 
ФИ РОС, ,), | 
и 
PX) = b; Lake +1183, Фе = b L 8). 
利用 Brown (5.76 Хи ЫХ, АН, ПН: 对 任意 


ас я, Иш PaO, НН 


- И s 
= Ё, а(х" + g (+780) ) х, =y] 


388 


=É aX), 
#173 (5.85) № (5.86), 1719 339 


В, [Фо ал" ХА t >) 
k 


《5.86) 


xexp( = D Фу. Ле AD) 
= Ë, [ep (Dos Xia) 
хек(- ХФ ва At ЛЬ) Хх = 5] 


=Ë, [ep(| ecoax， 一 5 (Ф.о |145) х, =]. 
于 是 类 似 的 推理 导致 对 于 Ф = Ф.Ф С 2 (ZZ, 5с) 


Ë exp f Фа - | Ге, сеэ |з | 
=. ° 


= Ë; (охь [‘®.сфах, 一 y Ieo las Xi =y). 


一 般 如 果 6, = b (X,), Жн b (x) Е G МО м, 那么 
ФЕ, (УЙ: s<t), ТНФ] < ЖМ. 同时 存在 








Фу = 二 CD 人 i (SE 2 (S, Оз, 
t#|@ |<, ЖН, 


t 
| Ê PP - $; [198—0 (n—co), 
. ü 
于 是 


t ， ъф t £ 
[ фах >f фах, | САКЕ] 1. 1245, 
t п] © Ü 


Elita н Ez y 35 ВУ РСЯ ВАЕ ФН DHEER е 9k HA 
a,e.dP, ЦК Ж, НА 1.5 的 证 归 可 知 502-0, {E 
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Т 


t t 
Pexp РХ, - 二 | pP ds] E 1274, 


所 以 它们 一 玻 可 积 ， 因 此 B12 -2,:1-*0, Дир 
i t 1 t .. 
=ехр| | Ф.4Х, - >| eslzas|. 


Fi 


以 而 | 
ñ É, lp Ol X Ё. Ce | X 2 10, (5.87) 


и, 由 于 (5.85) 我 们 有 
t t 
| or XIX = | pex dB, 
u ü 
+ [ег сео Хаа 


十 ооз Xp Горов, 
- Q 


这 里 的 
фетх" = 之 ‚хуа Л ©) 


HR, а.е dP KAB Ф.О = РХ. 因此 
t . 
Г фро ав = | Ф.Х! Э4зВ. 
-0 ў 


再 则 ， ШЫ) ВАНЯ 
X sas- |‘. хах 





Ё, ' Г H mitt! уХ 一 ~ 





<| СЁ, фт? (Xi) - Ф, (tt) (8, ШЕТ 
1 


4_ 


А L 
= Я сд? ау (ys 122 ds 
aa (хи PX) I) s 5 


> ots п 
以 及 
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{ 
| V Š нав, (Хо b (Ха = 0, 


Ё, | Фо? )аз- [ Bex ds i 
І 0 АЕН 


| = t ñ ` 
<, | DENN b CU |050, 
0 
t 上 
[ PXENYAN | Pa XALXO, 
aÜ о 
显然 我 们 还 有 
t | P |1, 
[iepa ld rp Cy ras, 
р 0 
于 是 对 于 
жил) [бшп J - Г, кусан] 
sr =ехр | @r( XU )dAtO | ФО: ds |, 
LJ o 2 о | | 4 


及 
Фо], 
0 


_ гүз О 1 
Z, = exp: | Ф.М АА — 
Lan 2 - 
就 有 
zez, (5.88) 


我 们 和 证明 ZEO 一 至 可 积 。 为 此 我 们 估计 


Вт" = 6 „(ехр l эФу°сх''›аху | 


Ly 
t - 
хер - | Фох :ds|) 
Ра ü а 
上 А _ x 
= Ë. (exp[| тох (ай, + |5: А: 
о -5 
— X, v r ft ч 
+? аз) exp] -| IBPC tds}. 
1 J ° I! 
И { 3 
因 为 Ё,ехр|| apy (ХО )АВ, -af Фах) [2з | =1， 利 用 
-lo з 
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Schwartz 不 党 式 便 得 
‚ _ 
т exp(84M2t) |£, (exp | TOARE ES а 
| LD ` 


x exp| = =p Apei ds y 


expt GdM tt) 


xË, (em |, ам 二 ds+åly- Х,|М ) 





А Г: 了 ， 1 y? 
СГА + (Be ам. (2-1% бв! ) ds 
1 


| ү 
+А4\у-Х,\|М ) 


— a exp | L 1 
ст - (Bexp jav э], м уар ds 


| 4 
+4М|у—Х{| |) 
«оо (бп жж). 
这 里 用 了 Levy XT Brown ж д} ñ ЕЕ РЕ п + НВ 
Вто. рТ Z ср, ТСБ. Вау ТЈ 
Ё, ТА :一 (5.89) 
АШ Фе Fa ВТ 
Ё.В = Ё (ИХ, =, 
由 这 个 式 子 及 55.87)，(5.89) 立刻 推出 
Ë. E, = Ë (m lX =). 
这 就 证 明了 (5.820， 我 们 把 以 上 结论 名 下 成 下 述 定 理 ， 
EIES ISCRIERE ARTO HTAA ВО Р(х), 


方程 
e dX ,= AB, rb(X di, 


l X4 = x 


的 解 х, КНЕУ 


ВБ, у) = bt, x, y) 


[ rt 
ехр| | гаша, 





1 rt оа] 
- | [Аеш э |245 ' x Саи 
0 - 


и 
F. 


Gedy), Уй gE HdE) Дуба, р) Brown 桥 的 有 限 维 分 布 在 
室 间 
C, Obi = №, DEC D, НЕХ, = P+ 

KK o Я (С. 0,12: БУН ЩИ ОХ ВНЕ БРИ RECCO, + 
“С: LD, t ИВ Ж ИЖ, НХ 集合 在 Ж?Р М 
фо. 

РСВ ERAR MWA pdx р n L) И Ж FH 
Brown 桥 上 的 随机 积分 的 诈 函 积分 来 表达 ， 

P(t,x,y) = ВЕ, х, и) 


х [ехр bayan, 一 
s 


хи: (Че), 


Е 
| lbc) lde] 
А J 


i= 


其 中 | oca da, ELA Со. 8548 НІ, E X 应 理解 成 这 
ШИ, ©. 
з а 
1. R IOR RER, XA AAD e RISO, moO H 
RTE MHZ 
E([ axa). 
2. 415) =0, ХЮ AP IR. Ж 


. 1l 
lim E2Fatis- eraie 
| 
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进而 解困 标准 调度 的 售 浆 。 
3. Ж : 维 4 扩 散 立 在 越 出 Co 有 之 前 在 -oa 中 
平均 停留 时 间 
` таз ү] 
Е, | La, X ods, 


4， 球 以 下 扩散 边界 点 的 分 类， 边界 点 为 0 和 和 1， 而 
(1) а(бху=х(1—х), Вх) = 01-х) х; 
(2) а(х) = ах?, бху = х(1- х), 
5. ВЯ Brown јд), B = xC 1) т = іп: 
15. ЖВ, 的 分 布 及 Et。 
6. W BH -Brown дй, ЖИЕ ‹ї-юв( к=} о, Г. 


[В 





的 Brown 桥 。 
7. ЖЕ 0,11 |: Brown НЕЕ Е W: 29 


"А-З 
h(s,x) 





bd 


+ 


其 中 ВС, у) =pCl ~ t,y,0)., 
8. WO e a(x)€ 2,08, СХ, ВЕ SDE, DAIRE Ti 


ñ -一 六 ds -- 
бе| у 
pro ds — 
., _ ds уш 
Йя, (х... |, похо) $рЕСМ ас, ару, 
9. 不 用 Engelbert-Schmidt 理论 ; ИЕ Н 24 О-о (x), с, 
BE ЯКОВ, SDE, ВЕНЕ 
10. PHE SDE, 的 的 边界 分 类 : 
(1) а= р+ х, р= —х; 
(2) а= пх?, Р= 1+ 4х (хх); 
《3》 s= (| +2), Ва (і тх) (1 нх), 


3941 





12. с,БЕСЬ, О (5.14), За, Хх), Е, ЖЕ 
ЕН x 线性 增长 ，0 对 Же Lipis, H 
. а (хур [b(t х) | Eg С°, 
试用 Lips НН ИВО sftsxy， 再 用 比较 定理 证 明 上 方程 存在 强 
№. 


六 前 ”具有 边界 的 随机 微分 方程 


在 区 域 G 中 的 随 宙 微分 方程 必须 涉及 解 到 达 边 界 后 的 状态 ， 
它们 对 应 干枯 边界 的 扩散 现象 。 扩 散 的 粒子 ， 也 就 是 作为 解 的 随 
机 过 程 ， 到 述 边 界 后 按照 一 定 的 “边界 规律 * 返 CG"， 从 而 把 随 
机 运动 (扩散 ”继续 下 二， 这 就 古 有 具有 边界 的 扩散 所 要 描述 的 随 
机 现象 。 


$6.1 反射 Brown 和 运动 及 其 边界 局 部 时 


БЕВ. 1 GEH AA ÁI Skorohod 分 解 ) -0; >) 上 任意 连续 函 
ЖЕЛЕ ЕЕ WE ОВО, ВС) = Л, ~ 
ВСТА: 

(SO AG, ACO, ЫЕ, 

(Sa) А00) А, Д„(0)=0, ШВ АО R TE Д0) =0 б 
Еп, MA 4220, ПЖ BCto) 220, MATA 62048 

Balta Е) = falla + =), 
或 者 写成 等 价 的 形式 
Гр (викария = 8,17), (8.1) 
HAX -DAR ойл F: 
MD = f(t) + тах 月 (s), 


AG) = max" (s), (6.25 
Itt 


Ferh В” m a ñ 的 负 部 ， НП AR = тах: = p,0., 
ЕНА в, охры ОТ М. 我 们 证 明 (6.2) 
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满足 (SD) 及 (Sz)，(S0) 与 бс) 的 递增 性 是 显 RE. AEG). 
В.С) 0。 那 么 存在 820， 使 ДЮ {ЕЛЫ evt + ет КЇНЇ. IH 
此 对 下 在 此 区 间 上 的 4 ， 我 们 有 = 

Вч) = PC) – Дуби) — B (tu), 


于 是 
Вч) = ROOI ушного Во Г gas a, 5 Во) 
= тах В (s), 
所 以 


B Ch +=) = шах BR (sy= max 8 (s)= falig Ele 
luto eto #1 


Gofie. ARERR Е. рН = В. - B, Шала 
(5,2, (82). ЗА 8, -В, = - Ёл. 
RETT io [E ВОС) Adomo, в J t ММ Дүй) 
= Ë ORZ + жк. ША г с», MELIE ESEG, 7 
EA Ао. МОЖ ост СЕК, tal BIERI 
п, ПП f(t*) = B Ct), ХЕ 
OCA (ta) = B Ct) = Во) = Falto) 
s Ct) — Pott*) = A *) — Pct*) = 0, 
这 是 不 可 能 的 ， 所 以 我 们 必须 有 KOSA Ct, HEB, РН 
推 得 Й.С 8 (0. В Ако = A.C), | 
m361 Вася ,)Вго=п заду, ХВ 2 fi, 
ЖКХ АСЕ РО 点 的 (CF,)) 反 射 Brown 运动 。 
命题 6,1( 及 射 Brown js 538) Skorohod 分 解 ) ВА: (Q, 
FLF p P) LCF Brown jash X = 181, WACA E- Ma 
Be СЙ Х) Skorohod 方程 ) 
Xi -Xas В, tt. (6.3) 


其 中 ВА ВИНС Brown јар, Р, ЕДЕ ЕСО 
增 过 程 ， 它 满足 


t 
[! Ta СХ jdt, 一 站 ， (6,4) 


ШР HE Х. =0 的 那些 1 上 增长 ， 并 且 对 村 BrownB 在 0 处 的 
局 部 时 itt, 中 有 
ГЕ = ВЕСЬ». 

Pa 2, Ят f Ш Skorohod J; FEG. DM. OM ЕС o) 
ЖАЛАН РЕСХ, В.Р), mA, XZ 0, ЯА X А ОБ Brown ja 
动 。 

定义 6.2 满足 (6. ОН НИНЕ СЯ Wy Е FE ç B: 2) 
反射 Brown дА {К 0 点 的 峙 部 时。 它 是 关 在 0 点 的 一 种 “计时 
Rh”. . 

命题 6,1 的 证 明 mh Tanaka 公式 

х, Хъ=1В,1- [Ва = | вєпВ,@В, +210, 
=Ë, 
显然 B 起 CF Brown j йы [ЕШ И 


. If 
$; = 2100,2) = lim 5= |. Peas Bs)ds 


"Е 
= lim », | Пел X ds (а.е.аРә, 
ГИ у 


Мас о ж ЇР, Ву +, ш н), ЖЕ ЕЕ xT- 
со) HASWA, 1х ЯШЕЛ Ф. ЦН o, s: Xeni 是 
集 。 设 kz,8) 为 它 的 什 意 一 个 构成 区 间 , 下 是 ХЕ а+б/п). 
В (1/ny) 上 达到 He | d. ВО e ye y a. AK PAK ISO F 
=, ВИДА 

1 

[oa 

ів 2: Ф EME, Е ФС, 821) = 0, МІШ 
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f, = ФО. ) = de 0, t) 75: хх; = 05) 
t 
= | оса, 


这 就 得 到 了 (6.4)， 当 名 同 定 时 ， 2 800 = Х,+В,, РАЕС, 3) 
就 是 ВО) о Skorohod М, AED RAG. DEE Ш, ШИ. 


Я, = ‚тах (Хот В.) А (5.5) 
АЖ, С БУ (А,В, А (6.3, HJ 
X=Xot Ë, D +f; (6,6) 


由 Skorohod 分 解 的 唯 -- 解 ， 我 们 有 
f, = max (X + Ë,) . 
Ds За 

任 取 一 个 初 值 为 ХС Brown Е В. IHREN Brownjs: 
动 ! 召 | 作 Skorohod 分 解 (6.3)， 即 存在 (FF 1,)Brown 运动 及 满足 
《6.427 的 增 过 程 Ф, 使 | 

|B) = СВ | +В +ф, = (Хо+В,) > тах(Хо+ B)”, 

(6.67) 

比较 (6.6 566.5), (6.6)， 我 们 便 得 到 ，X 与 151 问 分 布 。 命 题 
ШР. 

推论 CCely) 4 В? Ж Brown ja z) В.Й) АННЕ: В: = 
так В,, 则 在 Р, све в, BOSCBI AC, ОЖ, 

证 明 FE P. К. - В № Skorohod 7, Ву СВ - B,) + ВТ, 
与 46.3) 比 较 即 得 。 


56.2 ÆA LHI Brown 运动 


ЧЕ, ЕЖЕ р, ИН 0,55. де а Жарк. 
0 为 串 达 ， 那 么 事实 上 的 边界 点 具有 8- 点。 最 简单 情形 是 反射 
Brown 适 动 ， 这 已 在 86.1 由 讨论 过 。 本 节 中 还 要 讨论 它 的 生成 
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定义 6.3 
ах, = dB, - d, (6.7) 
称 为 反射 Brown 运动 方程 (或 Skorokod РН), TWE a JH et 
CAZ CZ PO ER2EC Z MA d PeX. B, O. ЖА: 
ВЕХИ Brown 运动 ， 20; 
2° £, 是 于 在 0 点 的 局 部 时 ， 


引 理 6.2 РЕЈЕС, і 
А t | с! 
MS ХХ) Г yS OX adds - JEX Hs, 
(6.5) 
Же, АЛЕ СЯ р pz LE X ЕО ka PE Bp. АП Ж 
MEMEC Ф (ә), W 
«м, м, 


Г: r 1 m 1 ГА м 7 
= | FAD- роб +f") > ls 
п = 


ГЕ 
+ | fo - (от gy dfs, (8.9) 
20 


证 明 ‘59| 03.914. 
з ЕДБ. 20И АИ) MEE ri EE EiT: 
1° 皮 射 Brown 运动 方程 46.7) 有 解 ; 
2° TPE Z CA: P). МЕ ГТГ 0. 2с 
(E hy EP 及 人 它 在 0 点 的 局 部 时 站,， 使 对 于 任意 /CCE 
T0) P OE CACO), CELOS), fr ММ! СМ (6.8006 
AE 

3° 2h Ck O Б.ж ДМ С: G 97. 





ПИСТЕ ЕА 
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证 明 А} Ио АА 1°=>2°: ЕРЕ З.Ч 8 2°>3°, Ш 
fxy= (к =х, ЯВ] 6.2 КМУ, =, FEME ДЕ( Жү) 
Brown issi, іП В. "НИХ, BOEG. М. 

定理 6.1 反射 Brown 运动 方程 对 任意 初 分 布 # 存在 分 布 唯 -- 
СХ. В.ч). EAHA A xE L0, оо) АТЕИСТ), ССВ) 
ЭОЕ ЖР., Ер | 

W(R')= (0: —HJ w, ЕЦ 0,220. 
ЭВА: Ра: x€ ЇЙ, сс) УСА), ZOCR OD СВ [Е Ж, 
m rt 
的 生成 元 六 是 


Ti (x)= Eri) 
F бес 205203710250 
的 扩张 。 

ЧЕН ЖА (О, FCF P ЕН ХЕ Ху ЙС? ү) 
Brown д в, ВАН ЕЙб.1Я] ПО] В|, В, ФУ (6. ТН, 3 
НУ... Ш 6.2, ПНА. 1 Куу GE Pa x€ 
0, 52); №2 Е.Б. 

k SC С 0,55), Х.=х, 由 命题 6,2 有 


t t f 
га-г) = | Te (517) Gods z | /' Ох dr, 
J 一 ñ + 
ЇН жє 


t t 
[лох yas, =| ИХ: СХ, 


t 
= | ЕСО. (СХ: 4%, 

-Ü 

= f(s 
ИЕ 
ЕТ, = ЕХ,=Е!В,\ =". 
所 以 我 们 有 

| 401 


TD 1 1['т. (和 cpm jéro, 

(6.10) 

可 见 为 使 左 方 在 NOAR, / 必须 满足 “边界 条 件 "7 O = 0, 
WRO =0, ГЕСЕ В. f” ВЕ, ЖА 


supl А L I prca) 


+ і 
< зира] | гет YD) - 1" (х) 745 
т = Ú 





注意 到 反射 Brown 运动 Х, НЕЕ, 
ОЕ, ХИ) = ВСЕ, ХУ) Вх, — у) (х,у), 
Tf = Eef XD = | В @,х, yap, 


ПОАРО, еоди 0220, Ві уса ВИН 
ЗЕЛЕ а 








"ТО -30х) 1 | 
вир ef P f 51" Cx) i 
= 1 
Т 1 р = А ” м 
=. Supo; b (5,х, |1 (v) F" (ху | dxdt 
= 2440 Ја 
{- 
зара а ор 8, СУ = GO 1dy 
т 0 уо 
вк |, за зря, ydy |as 
#0 
sup E | [ £ 十 ак}, exp( 一 z Jer ds 
SPor | ， s М Элу. 28197) 
—0 (140. 


нр, ECE 1” ЕН /' 0) = 0: ZM), 
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而 日 对 于 ЛЕ 2* # 
usiz, 
当然 就 更 有 {7， РЄ ck, оо), FONTA., EME. 
注 1 AA 2 Я Brown azh, RITARA И: 
多 UD) = BECE f” ОЖ, 00h. 
事实 上 ， 对 于 任意 gE. 儿 (50,20))， 我 们 有 


‘Ri9()=| oT ‚ода 
й 


СЯ _, a 1 Г (х- у)? 
— АЕ 
= | Г уш “М 21 ) 


+ ехр( -StD = Joods 











set Pe буду Гетото gdy], 
T ° 
1а T, 的 强 连续 中 心 为 Fps Вр 

zif: sup| TFC ~ АС) [0 G>) 


那么 ZAD = R, „Сб ф,оо), TE Фу 2U) с 610,55. 
REZAR CO0, %)., ÆR ГЕ ZUD, MATE gE СГО, со) 
使 了 = R,9. HMA R; g ПА 


— рг = = [> 一 
六 (ху = -| g(s)dy + eT or migcy)dy 


-| gdy, 
© 
因此 OORA, МН. 7002-0, ЕЕ 
ips | 
97 (х) = ДУХ) - gex) = AR Ig- g= HR,g = H/,. 
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iz Съ 0,00) ЕЯ Еж, АЛЕ Ct, Иа (M) 
СС". НИ 2 = ZD СС", 于 是 gE вс С°, М!" =24/- 
29е C", ТЫ SADIS, 

2 Р, 为 反射 Brown 运动 18| 在 0 点 的 局 部 时 ， 则 


t t 
| Tay В. 248 | Го. КТВ | 298 
0 zado 


t 
= Им дк э] оз В 4 =0 “P=0 (а.е. dP), 


-0 


Ж СХ,В,Ф) УБ} Brown 运动 方程 的 解 ， 那 么 
t t 
Í Í ig: (№,}93 与 Га ав. Dds 
[5] ú 


同 分 布 ， 因 而 也 是 0。 于 是 方程 (6.7) 出 可 写成 
dX = (X GdB, +de, (6.11) 
定义 5.4 HE 
dX p= Tom (XdB, +4е,, 


£ 
[ To СХ Dds = 0$, (0) (6.12) 
0 


称 为 粘性 (反射 Brown 运动 方程 。 © BJ WW лє {ПЕ 3 jCO, =, 
CF) P) ЕЖЕ (6.120 йу — НЕСЯ Ш РЕ СХ, B,C), FẸ 
“Все Brown 运动 , © Ах fE Ü ПН. МНЯ 
唯一 性 ， 刀 果 和 有 分 布 唯一 性 。 

816.3 ХО, ж, y, P). | ЕЖЕ, ЕЕ 
Ёё, ?是 它 在 0 点 的 局 部 时 ， 对 于 任意 ЕСО, 2с), ia 


г: 
МИО HX) -S| УХ 
=. ü 





t р 
- [F(E xod, (6.132 
如果 МУ, Ме м: Шр 
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«М, МУ, = ИЯ Срд)" я" + gf”) | ds 
Јо = = x 


+|( (fg)'— E Gg)” 一 EG 一 59”) 


saff - 5” )|) 9. (6.14) 





命题 6,35( 等 价 定 理 } ЯН: 

1° 粘性 Brown 运动 方程 有 解 ; 

2° FE: F, CF OSP) RE LRT O HE) 
适应 过 程 区 和 它 在 0 点 的 局 部 时 #*， 使 对 于 任意 ГЕ СК 0, (s 
C320,20)， № СЕГО, 58 ОН СВ. 13) М M Е м, 

3”2° 中 的 C&L0, осе. ЮС СО, ос) 97°. 

定理 6.2 粘性 Brown 运动 方程 弃 在 分 布 叭 — EOX, Bt), 
mA Pe: x€ 0,62); ССВ"), #ОУУСЕВ*))) ЕЙГЕ, 
其 中 Ps 定义 如 定理 6,1， 同 时 
1 Т.Р = Е.С, 
"еер 00) 93 (00-0 
“的 扩张 。 

证 明 当 p=0 时 它 即 足 反 射 Brown зк ву Е. [АР МАЕ 
是 把 20 的 情形 化 成 上 =0 的 情形 。 我 们 简称 它 为 “p 变换 ” 方 
法 . 

НЕЕ. ВХ, В, $) A, FF PER М 
Brown 运动 方程 的 解 ， ия ИЯ, ж,б у DV DEUC O 
Brown Е B. jg 

(0, 8,P)= (0,7, Px (Ó, ж ,Р), 


Ф 


А, ЕЁ +РФ,. (6.15) 
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它 是 严格 递增 的 (六 ,) 适 应 过 程 ， 所 以 它 的 反 函数 EC Z 45 


В, (m E. 
!=тү+рф, . (6.15’) 


把 X,r, EJ ERAO, Ss PERSE. E, s PEE 


X = KX, ; f = Фе, 


і 


t 
Bia Be, | To (Xs) dB 
Я 


сч ~ 


| о Жү, 
ВТЕЧУ ЕБ ХО, B OH, B, P у в 变换， 并 记 成 


<6.16) 


(Ў, В, фә 50Х,В,Р). 
A TE BEF Brown 55), AEH Жс, EX fE(0, ос) 


шау”, ШП 
т; = | ‘лос ди 


нк аи + [зо СХ аф, 
Ü © 
= | Panl id 

© 


i 
=P koms Xe ds= | To Xs)ds, C6.17) 
D o 
-Th B tj В АУМ, RIIE 
<B>: = <В>., + И 10} (X. )ds 
чт, + f (1 = Ло СХ | ))ds = t, 
0 


ШШЕ В ECF )Brown 运动 ， 


(6.16) 
X ,-X X, X = В, + P., -i 
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t 
= Bi Вот [Ti ХВ, B.) to 
但 是 ， 由 定理 5.2 之 注 2 我 们 有 

г: К 2 rt 
Е([ ло ХВ.) =Е |а. о, 

D 0 

=E [o (Хуш = 0, 
о 
因此 
上 
Xi- X = Be- ËB — [Т CX VdBs чт. 
, . 
= [aa CX DAB, ++, 
0 
此 外 ， 用 (6.17) 及 (6.15)， 我 们 还 有 
rt e _ 
| Г.о Xde, = | Í o: (X, )d@, = @, ЕТ, . 
t 0 
t t А 
[ Iin; ‹х)45 = | 1 Fel Х 8) ds 
20 а 

= і-т, = оф, = Pe, 


RRA EXE ARB. ЯХ, B, DEG. LIDER. 


H, LEHEGA УМЕ — FE, AERIAN (6.12) 
IEE НЕСК, B, OES Е У. TA (6.7) A-H ЕЕ 
Е, AHG. TORRO ЯНЕ ЕЗ 1 推 出 (6.12) 的 


解 的 分 布 唯 一 性 ， 


令 


z 
Тұ -Í Loa. (CX «28, 
+ 


mr, ГЛАВЕ 1 НЕРВ. Е, БАНЕ, ЖА 


TESE E nr WE 





в (|: “aaa X ds =0 5 0. 


ГЕ 


Q rir, = |. 
1 
那么 P(O, „37-0, Н. 对 + wE ЕО, ММ т, 有 
Го. Х,) = 0 (a. е. ds), 





Foro СХ 848 = Ü |. 


„т 


НИ А==-5: X00, луз: А.Н Lebesgue ЖМИ. 但 是 由 
ХЕ, АФ ДЕЛЖ, АР ада. В 对 uc 
r, ff Ху бст зат), РАО, Е 
fr 一 ri 二 ! 0; СХ 295 = бт 05-250, 
并 且 | 
[as aC 088, = 0 (Q. r, Бае. аР), 


T1 
出 56.12?， 对 于 如 ER，r， 


Xr TX r Tfr, fre 


PCX, POSP (Xr X r 20) 


= РФ, — t, 20 P(O, + 20. 


这 与 YX， = 0 ЖШ. БШ r, НЫ ЖИ. СХ, В, OM {к 25 Jal Ж) 
(о,ж,(жу),РУ, Шот, К А; APZ КӘ ЕРЕК) 
в}. 2 

Х,= Ха, P= pa, =, = ЖА, 


А 
B, - | °С ХВ. 
ü 


aW, B, ØE Q, в,Р>Е Б.П. 
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由 (6,12),(6.17) 我 们 有 


上 t . 
:=| Fom Xds+ | Lio (X зат, +09, 
o . 9 
ШЕ | 


А = tA +РҒАд яї+0фү, 


现在 如 果 我 们 设 ( 往 , 互 ,8) 一 …>(X，B,9)( 套 即 ， 通 过 p 变 换 
变 成 )， 那 么 因 Ж Х,= X. =X, BE BoR 
分 布 唯一 性 . 

仿 命 题 4.1 与 4.6 可 证 Pr: хе О, 2с) Ж. 

这 时 ， 由 命题 6.3 的 2"， 对 于 半 妍 了: 有 类 似 c6.10) 的 等 式 


Tel- S) _ 1 : L rayv ， 
: = | т.(5/ ) eas 


ки sf CO Ee, (6.18) 
与 定理 6.1 完 全 类 似 地 我 们 得 到 
[fe Caro, о), TORRO 
cfrecilo ос), Et, 1'‹® - 57709-0) 
сео), 
而 且 Ы/=/°/2, | 
ж1 实际 上 我 们 还 有 
есш) =[1еСН0,5), ГВЕН, 7 00-0770 =o), 
#2 ЖХ.=Х.=0. ШХ,=Х,, É t <t Н, EL 91 
HE УЕ” Я. 
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$6.35 半空 间 的 随机 微分 方程 
D= Ix, ХТ = (X, X 4) X 220, 
其 内 点 组 成 0°, 132 др. le 
C*(D)= f: ЛЕС", ， 一 直到 边界 两 次 可 导 ( 单 侧 导 数 )13 
CECD)= (f: РЄССЮ), / 有 紧 支 集 +， 





令 
_1 м<; 8°} Hf 
Аў= Wa колы 2х. (x€ D); 
+ 27. 
РР эе "о э: 
Spa (x€ дБ) (6.19) 


《这 里 讨论 的 是 伍 有 上 反射 的 情形 )， 共 中 
а(х) = cail = (xo ea), ах) = (аі (хуу = т(хутт (х) 
是 对 称 非 负 定 知 阵 ， б(х) =0(хє әр)&Ң ОРУ. o. 
Е хер, т (к), ВЕ xC oD ERE Lip, Вох) A EL Ср 
数 。 记 

И ( Оу=+ю=(ф,),„: Wi ЖДИ РОННИ. 
简 沁 

B= @(W(D)), в. =. (>). 

定义 6.5 № Х.Р ТРУСОВ С МЕР, ЖЕП] 

RRRA X Æ aD у-н, АЖ =0, v, 是 赠 过 程 ， 而 且 
| roxana, 


定 尺 6.6 СИ, Я. O E ОТУ SE ЛЕК Р: хЕ 
DIRAC DOPE amied tw., TEEI DAY E, 
PEHE да 
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(р) Рашо = x)= i; 
(D2) 对 于 任意 1 ECECD) 有 


t 
мү? = f Go 2) — F Go) - | Аш, >95 
Е 
-| (L/f)(te,)dz, Р АА 


ї t 
(D) Гледа = | Р(ш >99, . 


这 样 的 ЖЕ u. 在 6 的 局 部 时 ， 

定 光 6,.7 СОЯ, Р-р, F БЕ BL ж NX 2 E r ` 
Л РХ ДСА, DERO А R fr EOD), #) Ep HX MM Е 
Pe: x€ Dr, ÜR X ЩЖ 


[ea SPX ах». : 


命题 6.4 РОВ, НХ КА. ОР, ШТ, = 
ЕХАЛ H ДЕА | з prs 的 扩张 

证 明 СОР. Wv ЄС КИМ Е Фс, МЕЖ 
ЕСО» 


ты 10 - | Ts AD ds + ! Е: [rrondo 
0 0 
如 果 还 有 Lf(x)= 00600), ЯА 


TAOLO Afo jat f'Tas -Ards 
i= Ü 





| | 
в ALX - AFCX Ls. 


HD AX OARE, HERK ERY f A] Esl AFX.) - 
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АХО s МЕЖ. WALRAD ОНА 
BAÉ s= 0 处 的 值 ， 即 是 0。 又 因为 


A 
对 上 是 有 界 的 ， 所 以 
x x ж 
то ГИ afo. 
因此 fE€ ФОН), МН Mf= 4f。 命 是 证 毕 。 
《4 了 扩散 的 存在 唯一 性 可 以 归结 为 一 个 带 有 边界 的 随机 微 
分 方程 的 存在 唯一 性 . 
定义 6,8 方程 组 
ЯХ, SOX Ipo DAB, + КХ Тоха! 


+( э 0) 0х, x (+ (Ө sex, DAP, 


(6.20) 
Ijo(X d= POX )dg9, (6.21) 
称 为 带 边 界 的 随机 微分 方程 ， 简 记 为 SDEC0;5; rp Р), Е 
REREN, Z, Сеа), РУ F 取 值 于 WO0D) 的 (CF,) 送 应 过 程 
(X,B,M,?), CRE: ?为 革 在 83D 的 局 部 时 ， BiR HIE Brown 
жй, МЕ (Z ,), «М>, =, ШН BILM. 
Ж p(x)==-0, КЛ ЧЕМ ЕЛУ; 否则 称 为 粘性 的 
我 们 称 和解 上 共有 分 布 唯 一 性 ， жх, в, М, >, (X, B, M, P) 
都 是 解 ， 而 且 х5 Х,У, ЖАХУ X 同 分 布 . 
Е ODPO FEDE: TOCO] .so 三 0。 但 是 这 
样 的 r,8 在 石上 并 不 连续 。 
3| 理 6,.4 Жо^(х)2®0,о(х),т(х),б (x) НЕВЕ, СХ), B(x) 
EBRA XE, F, CF 4);P) 上 取 值 于 评 (DD) 的 C97;) 适 应 过 
E, 2 XE 9D 的 局 部 时， 对 于 ffECYD),， TË 
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1 t 
моно |, AFX аз = | РОХ de, 


(6.22) 
Fu: MP мае 61°, 那么 


t 
мМ, м, -| ГАС D- (JAg + 9AF], ds 
0 


+| ELUD = (аъ 9LF) ly dfa, (6.23) 


《证 明 同 引 理 6.2. > 

命题 6.5 Ее НЕ. ВИ, ЯА РЯ 
彼此 等 价 : 

1° (6.20), 6.21) 有 解 ( 大 月 ,AT 0; 

2° CX ,四 满足 (6.21)、 并 且 对 于 任意 1 ССОУ СЗО), 
W CECD), WIDE HME EAS, 

3° о Ck(D5#l .6 分别 相应 地 改 为 CD 和 £ °°. 

IERA ”类 似 命题 6.2 的 证 明 。 这 时 只 证 3?=>1 ”。 

取 f=g=x。 由 3 利用 (6.23) 及 (8,21) 我 们 有 


) 


«ме, М, = МР, МЛ, ) 


= Г a(X ds + |; (Хә ") -OX DAX a) Jar, 
° 0 


ol 


Ü 
£ t aX) 0 
= f axd xod + |" ( )8.. (6.24) 
z а 0 
& 
` Ft 
N = [pX мү, (6.25) 


于 是 由 (6.24) 我 们 有 
ГЕ 

“MO М>, = | To CX DAM P> 
ü 
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г: (К 0 
0 


= | aX Х ds + | о ть сой, 


š 


t 
= | ах.) СХ 218; (6.26) 


«М, М>, CM ND «М - М, N> =0, (6.27) 
ВИ. 6.21) № (0.26), (6.27) Ш 
CM'E- N M'Y- М, = Мм C N. МУ, 
= <мМ‹, M IE <M' U, N> 


-CFP p Jes (5.28) 


PcG. 206.20, RITE 


(=. к). (we- м), 


_ (N>: 0 ) 
0 «М 一 М,М'? = N>, 
[ao Xs)ds 0 
I бах) 0 . 
dẹ 
0 К! Ü 0) т: 
n 
出 此 仿照 引 理 3.8 ЕВА АТАТ: ТЕЛИ У РИА М | ВХ, 
0 


Brown 运动 ，M Ж4-18), E <В, M> = 0, 日 为 Brown 运 动 ， 
<М> =f H 


N t 
| СХ ЭР СХ ав, 
Ü 


一 x М, 
мя: М ГС ш ja 0 ) 


КЕ 
£ СХ) Ü М 

мМ = < 4 АЛЛЕ АА 

M K. B, + КІ оо: ( 0 ) 

另 - -方面 ， 由 56.22) 我 们 在 

мх | хот (X ds — (Ооу, 

1 一 А 5 р? $ |, 1 $= 
H& oR KE ia gj). 

引 理 8.5(e 变换 ) ctx) 有 ЕЕ, (хус. М SDE 
(9,0; гв; КЛЕО, Ся). РУ EW ЕЙЙСХ.В,М,Ф), Hü H. 


і 
ауе 
ЙБ ВАС) Аг. ja 
CER: IE 
i I 


УЕ 98,-2, Ма бл). 





= (Xa; 1, 


那 АС, В, М, OEO, FCFA), Р ESDECGZ 69,66; rip 
ОМ, ВЕС, В, М, ср, Епа 





с " 
(X.,B,M.mn) + Х.Й, H, Ø) 
ШЕН 因为 
1 _ ai 1 
> -| —  —dA; = оон = t, 
<В, 20а) |, (XO U 


ВРО B (av Brown 运动 ,同时 因为 


Ат = № «ооа уу) 


A; Í t 
= | fed4， = Гесхаддан, 
Ü ° 
Bit R ir 


X,- Х,= Ха. Хо 


АЛ АҢЛА 
-| t (X [po (X dB; + |! BEX Ipo СХ #395 
© 


|“ ( хә N ) cx dl м, 


Ат! у BOX з? 
Дф 
+ ( | Jro X or, 


i t 
= [о CX or X DdB a + РО Ох dA 
n $ 


:| ( соз гь oa ( КЧ ) 


ty ВХ 
ИК I ) CX 99а 
Е ás = А! dA 
Pr» s= | D56584, 


At (X OL du=0 
= и = Uü, 
|, Ғәр Хоку 


т a EE. 
引 理 6.6CP 变换 》 


EREC. B, MP)» i 
t 
ast PEX 34$. 


ап Ж8рЕС=,Рут, POE F CF D P) 


MEAO A. 又 若 互 是 一 个 与 (%， BM: DIRT, 7, P) 
B d 维 Brown 还 运动 ， =. alB s: 5 1), ШТ АА: 


(X BoM) 
` t 
= (ха; Bag! + [fran (Xa; DaB Мау"! fi 小 


418 


а сох, ух ж.ж), Px P) Е SDE, bit, дз 
cE, B, MP). RIRE, B, MORI o 变换 ， 并 记 成 
(XB, MIP) ——> (Х,В,М,$>. 


友之， SDEC ‚бут, ВЗР МЕЖ — СХ, В, M PO НХ 
Ен X 同 分 布 ， 只 要 初 值 问 分 布 ， 
证 明 首先 注意 А; ХЕ D° 的 累积 占 位 有 时间 .事实 上 


Ат} бл! 
A= | Чь® СХ +) + Tan( Xs)) ds = | Tor(X ds 
ü ў 


az" z 
=| Jes (X Dd [А,- | Рав, | 
Q б 


Ри t 
= |, Ipo X dÁ, = Гаа, 
НВ, =, MMB C Brown sz, Жо E. X fE D 
的 -一 个 和 过程， 而 且 . 


: А21 
| хоё | t L PC X.OdA, 
Q 心 


1 
Тара) ds 


az! A 
=f Тэ» X 6 )du +| 
и] ü 
Ат! t | 
=f p(X .)de,, -| K dË, 
ә 
X, -o= XA 1 Xo 


АТИ a71 
= |" FCX Mpo CX, )dB, + | E BCX Ipo (X sds 
Пт] 


1 


(ә губ) 


К ( ВХ a) Jas, 
Š 1 
і = = 
= {oR To RIB, оС В,) 
Ф 


+ Гос огоо аа РОХ „)4Ф,) 
t Ж м, 
(С ' 0)“ 0 ) 


+ сө а. 


过 此 引 理 的 前 半 部 分 得 证 . 而 引 理 的 最 后 一 名 话 是 可 以 佑 照 定理 
6.2 的 后 半 部 分 的 证 明 竹 到 的 ， 其 不 同 处 仅 在 于 这 里 的 避 是 (连续 
地 依赖 于 x 的 ， 而 4i 就 是 那里 的 r:， 

EE НР РСА АА х, оО L ИЯ 
O BF, BDG ХХ. 

事实 上 ， 


18} — {бл _ 01 
XY = а: ХУ, [43 


1 0 roi 
: ot PPD Чт 


— (n; 491 
= А — . 
Arfi их ав Xi 


ЗЕ #6. 505. Watanabe) {Е с(х),г(ху, ACOR D Lip, tix), 

ож Pe W, ХЫ 
24 (х) 26,20 (аб) = ox) oxr)T), 

MAE D, 2 (D) КЕ A Epi a, SDE. bit, В, py fi tE zy 
Е СХ, В.М, ©, ХИН, ТН ХОСА, ШОУ. 

F POVERE. MUJ VOS 的 半 群 全 f(x) = Ef СОХ.) 89 
"ЕЖЕН Ж 站 lyecizj op МУЖ, Жр XUE u= 0. Сг 
点 的 x ПУНО X . 
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证 明 第 一步， 证 明 sDE 人 (人 1 0 бт зо) 


—№. Е, KB ЛЕП”. MUER X И 
х, 


ЭЖ Xa， 然 后 再 解 前 4 一 1 个 分 量 Y 二 。 有 具体 构 造 如 








X a 


ори. ИНН Я 1 
БВС, Brown зв) ВНЕ XEF as 对 日 的 第 4 个 分 
= Ba (Е Skorohod М, ВЯ X = Xu, + Ba +€ (Xua Хо hI 
4 分 量 )。 划 用 乘积 空间 方 活 作 - 一 个 与 Xu,5) XR sr Ad- 1 3 
Brown 运动 В, НО, 可 以 用 Ba 5 Хоол, ВРЕ ВАВ 与 
ак. ЖУ 

Mi= Be,s F= BnM Xo 05350). 
那么 (BMD EN2C 人，)， «М>. =, <М,ВР,=0. i 
У 
«=( x, )， Ох) =ЕОИ, Ха), 


Ха: = Ха ЕЕ с ВОЙ, ар 
ЧУ; =0<(У,:,Ха,: 48, +тСУ,,024М, + ДСУ, 029$, (6.29) 
їз Ж № ту, 0), ВСУ, Е Lip, о(у, Ха) W y ХР Hh 2 Т 
Ха. 一 致 。 四 此 我 们 可 以 仿照 定理 3.1 的 证 明 ， 得 知 (6.29) 有 
УСН ТУ. 定义 
Ү 
x= ( x, ). 


我 们 存 
t t 
| oCX as = Гласа = 0;. 
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`+ А 
Tapt X 244, = оха, =#{, 


易 见 X 即 是 我 们 所 要 的 解 ， 

AP. IE Brown 运动 作 某 个 正 交 变 换 ， 得 到 SDE, 0 
RD FED E-A. 

HERPE EE x ИЕ E OOR E: 

(о 它 的 第 一 列 是 xc(x) 的 最 后 一 行 的 单位 化 ， 

OD 元 素 均 属 Lip。 

当 999 (х) 220220 №, КНЕУ 060 是 存在 的 。 例 部 我 们 可 以 
这 样 作 ， 记 

CORS EE CLES NOTCE ES DF 


取 


itl -Cp -с.е, = 6401 e) 

' C3 e, -egla T 642 

сз 0 (+ - 6463 ! 

ТГ ... Ü Стой ... | 
a ... vra 0 `: 

! | 

: ба р Ü Ü э} 


ВНЕ. ВОЕН GSS e Lip 的 ; 一 般 公关 
atico = У (9420 №, №=--0, Я] (С, ба + ЕД, Ж 


бад. ЭГЕ ЕТ ВЕ s А Ж ( it 2 O, Cx)) 的 元 
Е: Lip 的 (对 = 一致)。 令 sz->0 即 得 OCx)， 
现在 我 们 有 


ооо = ( | * ). 
Ма%%(х) Ü == Ü 


我 们 约定 称 { x, [.отех,28В,, м.р) ЖЖ. В, М, ОЖ 
в. BCX. В, М, SDECC бус, д, О 25 H (2 4 R O 
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换 为 5рЕССО, 2:7, В;0) ЈЕ. 
由 第 一 步 所 证 ， SDE( -iiicrj 0,0:7,B30) 有 分 布 唯一 


ЖСХ,В,М,®). Щис(ху= а(х), H3IBHH6.5, (Х,8,М,#) 
的 ec 变换 是 SDECco,0ir ОИ, БЕТЕ ОТ 变换 就 得 到 SDE 
(9,037, 8:00. 

Я. Же, СХ, B, М, 0) Н SDE, 0:7, 80 
ИСХ, B, M, PIE Girsanov 变换 后 所 得 ， 于 是 


| (Гс 24) 
п; 


=E| expl | (0TH X qp, - | Gra 1b) CO du) 
n Ф 2 0 


ү} 
xaX ds | 六 常数 { (| taxas) ) =0. 
所 以 
| aacgoas=o a,c dË), 
ВЕС, B, М.ф) SDE, Вт, pi0) 的 解 。 再 作 p 变换 就 得 到 
SDE(o,b;r, B n BJ WE, 
H Trí НЗ ЯР ЕВ БЕЛУ}, ВЕНА Кї “БЕЛЕН” 
X 
(例如 在 p 变换 的 情形 )， 所 以 由 SDE (( о... 0) 980) 
的 解 具 有 分 布 叭 一 性 立刻 得 到 SDE, бут, AOR й 2 Л НЕ — 
性 ， 

与 命题 4:1 及 命题 4.6 相同 地 可 推 得 强 马 氏 性 ， 其 他 结论 由 
命题 6.5 及 命题 6.6 所 保证 ， 

ж 大 的 在 3D 上 的 局 部 时 ?是 半 保 持 在 ӘР ЕН 一个“ 计 
№). X, Е OD 的 那些 时 刻 恰 是 了; 增长 的 时 娃 。 使 局 部 时 的 
累积 达到 某 个 i НЧЕ ЖЇН ЛЕ Р ПЕ ВА (e ВЕ Ү!: 
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{фтї=заЁ{в, f Dbh 
ЖЕ Ар АИ. ЛАА 六 恰好 忽视 了 和 ЖА D° t В 
Айз, aka Фу! 的 秆 只 可 能 取 使 F 增长 的 那些 s 。 因 此 
Xe; ED. 


ЖЕ У Хр 是 有 连 左 极 (.F。;1) 适 应 过 程 ， 

定义 6,9 HEEG OY ORALE. 

ж AERE PRF, T, в 的 上 Lip 性 假定 可 以 去掉, 由 于 
存在 性 及 唯一 性 的 论证 很 元 长 ， 本 书 不 便 涉及 ， 内 是 指出 其 证 明 ° 
存在 性 的 基本 的 想法 是 ， 当 2s0 时 用 满足 Lip ПЖ ОВД, 
TAIKA; 而 当 P 革 0 时 用 5 АНП af. 

定理 65.4( 系 数 ШС в 2) мос, х),Ва,х», 
вах 9 Lip BJ, а.о Ян. ХХ 

айб, xo) (абі, ху = ОЕ, хут), 


MTO, 2 (D) ЕНК Х 1220, РЕ 


dX, = 9, Xp (X АВ, +6 X, Ipo (X dt 


ЕЕ, ХЕ» ") м, 
+ Pp (X 29 ) 
( o 0/7220) Ca 


ВСЕ, Х, 2 
+ ( 1 ; Jan XDS, 


Tap(X АФ = p(t, X dF, 
| Iso X,d; = dç, | 
fr fEzyfilE- Х, В, M, 9), WE . 
POX, Е А)=А(АЖАЕЯ(Р». 
证 明 KT E AES 2 J i GE PB 6,3) 的 情形 ， 





& 
х г 
)Ерх:0, 2), 
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“(Е = (° y, ев = (Jese р хо, о)» 


ro (O ), АЕ) = (S Eensoo), 


ЕХ, WEERA AM a, EHHE SDE, bir, P; PYE ts BJ Ht 
(7 ) 的 唯一 解 为 ( U ) (注意 ， 这 时 aD 仍 为 xa= 0), ЖА 


4-1 
Ë 的 定 六 我 们 有 

dX arist SID Xi. X idi+O(Xi. i X dP, = dt. 
但 是 Ха. lto = tos 所 以 Хань], 


121 X, 实际 上 也 是 马 氏 过 程 ， 但 是 证 明 相 当 完 长 ， 本 书 
中 下 握 介绍 ， 这 方面 的 细节 可 参考 TSY]。 

注 2 23z) 的 连续 性 对 于 方程 解 的 在 在 性 不 可 少 。 下 面 
Nakao 的 反例 就 说 明了 这 一 点 。 

例 (Nakao) 


spg((。 п). (2): 0.0) 


HRUE. RNEER ERMD я, Ся), PER 
一 Хх, 
程 有 解 (X,B,8), вх (т) 


dX ‚= Tp (X ,)d:, C1) 
1 dX,,, = Го(Х,)9В,,, + do, (2) 
| (X ЮЧ! = Гази X Dds, (3) 


令 


FT=iniit Xi = t<0L, 
Тж НС t< r hr, п} Bë Es f t= 0 45, ЮЖ x, e pi. H 
此 
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| anl М, ds = 0, 


所 以 由 (53 得 到 
Га, = о оосо, = [sex ой = 0. 


于 是 
È 
0= Ху, = | scxsyaps， = В, G<), 
但 是 Brown 运动 B,,， 即 使 在 0 附近 的 任意 小 区 间 也 不 可 能 
AEREI A, MA РЕЗт)=0, Аш Prm0) =0。 进 而 推出 
жү» X 0880 (а.е.4Р), ЗН СІ) (3 


t ‘t 
X ist = [rose ds =t- [ase eas 


t 
= -| Ге НС), = t, 
ü 


这 说 明 r= coga.e.dP)。 这 就 得 到 了 了 矛盾 。 
与 无 边界 情形 类 位 地 ， 我 们 也 可 以 考虑 具有 爆炸 的 情形 。 我 
们 易 证 : 
定理 68.5 #ra(x>€ C2(D), Ga(xy&€ C21(ƏD, р(х), В(х) 
HEF Lip, р(х) я Г ЧЕТ, # В а хә) с=с,2=0, M| ff 
在 唯一 (4, 姜 扩散 族 (Pr: x€ D), KE DOOR B(x) 为 线性 增 
К, аск), ах), MARA, ОЕК РЕВО. 
ЖА, хх Rš ШИН АФ. тт Ор FF 
刻 ， 令 
XU = х; XU) X ger +, зу 
ЛАЕК, по В. ММ хер HF, РАЛ 8 
ERTI”, "有 
Алес», af ШЇ”, 


А| есир) F вот 0С Ч o, 
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$6.4 退化 情形 的 例子 
在 Ra 中 某 个 开 区 域 @ 内 给 定 了 椭圆 型 算 符 


А= 4 2! ? CO а, + У. 
如 果 
а(ху = (а'і(х)):,; 
在 G 内 正定 ， 但 是 在 aG 上 某 些 地 方 有 detagx) = 0, ША 
化 的 (严格 地 说 ， 在 边界 上 是 退化 的 )， 
Fichera 把 边界 ӘС 上 的 点 分 类 如 下 ; 设 ОС ЖЮ ОН, а i(x) 
ЖЕ ӘС 附近 可 微 ，3G 上 点 x ARARIRE № лося), ХЕ 
E btx)， 它 的 1 分 量 为 
bp}=b;—.l. da'i 
2 全 2х; 


+ 


(6.29”) 





br PRA Fichera 法 向 漂移 ， 记 
E {EAG побх)таСхупобх)2>0)3 
Z,= {606 - Ey D COTELON 
їу= хес - Хз, ВТС 
Z = x€ 0G — Хз; b y(x)7"n (xy = 0}, 
52565.10 我 们 约定 分 别称 * 为 Fichera 正则 边界 点 ，Fich- 
era 流出 边界 点 ，Fichera 流入 边界 点 ,Fichera 自 然 边 界 点 ,如 果 相 
应 地 分 别 有 ХЕХ, ХЕХ, ХЕ Z, x€ Ze。 后 三 种 为 进化 的 情形 . 
现在 我 们 设 世 仍 为 $6.3 中 的 从 空间 , 设 4x4d 入 阵 0(x) 及 
d B: B| БО) A Lip, aos rogo, Мас) др ЕВ 
化 时 ， 胡 应 于 定义 6,.6 о Я ЖИ. sk дЕ а, HH 
使 50， 对 应 的 扩散 (如 果 存 在 ?也 未 必 只 在 边界 上 НН 
零 时 间 的 累计 停留 。 这 样 ， 局 部 时 间 就 失去 了 原来 的 作用 。 另 一 
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ВКО El E е, ЗЕ. MERRER T O), АЛИ 
zk e, 的 不 减 性 了 。 

В ХЕ ӘР ВМ е, З FERES. 

定义 6.1] EX О, ж,б” ,),РУ] D EEEL # |) 
ОА, c, SW SIR НС р, Hd H RS 
ВЕЕ F X ТЕД ар EHH AHA E 


t 
| toxar, = Fio 


则 我 们 约定 称 е OXE 9D 的 广义 按 界 时 5 显然 它 不 瞧 一 )。 

РЕ. ОЕ М 6.6 BER) Wiz LHW A=, fk 
ОИС), СРС) ERAR ВЕЧЕ Pr x€ D) 为 
САМУ, wR ТАЕ Ён w. REE 3D 的 一 个 广义 边界 时 
PEs 

(DI) Piw =E]; 

(р THEE SECR, 恒 有 


MPE) ræ- |, Afw ds- [Lv dE z. 


FCF), P) ЕРЕК ЕПТ X 称 为 具有 初 分 布 
PX: BCA DOH R, 如 果 存 在 扩 ИР}, ХОТ 


[р COP X (dx), 


Аб. 555186. ИРИНЕ. 

ДЕН] о ADE x WEM, EA 24а (х) 20, 
E $ 6.3 HE НЯ PH RE Wa tE ase (< De 2-0 ж 比 正 则 点 
和 要求 为 高 。 在 退化 的 情形 ， 我 们 有 : хар E Fichera 的 : 
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流出 边界 点 。 | ”流入 边界 点 | 自然 边界 点 


~ аа — 
аб) = 0,6,0) 0 а44(ху = 0,5у„бх:>0| ПОРЕВО, 








其 中 





Бас ва 1 > ак. 
这 时 我 们 有 ， 例 如 : 
定理 6.6 老 5(z) 为 有 界 Lip, В р(х) 14р, Хор 的 点 
均 为 Fichera 流出 点 ， 即 


add(xy|zean = 0, 


d 
(вас 2 > 222060) «20, (6.30) 


рп 9, Ime aD 


б 


了 


ЖЕНЕ (я, 52) чв (ар u=), 
证 明 由 а44(ху| an= Ds 我 们 有 asi(x)lzesp=0 Gd- 
1)。 从 而 
да“? (х) 


=0 (7=4- 1), 
9х; 


хер 





于 是 (6.30} 变 成 


И dd 
aids) | zean = 0, (t GO 一 > к) 








<Ü. (6.307) 


ЗЕЗВ 


又 因为 0(x)ELip， 所 以 a(x) 为 二 阶 H6lder， 因 此 对 xeD 有 


а(х) = а, Xa xa) — add(xyy ехе 150): 


Cx, = (6.31) 
> 8а#%(ху| _ N 
由 (6.31) 我 们 推出 一 -一 一 =0. ШС. ЗОЖ T 
OX; 1=єәр 
а(х) = 0, фы(ху<(0 (хєдїр). (6.30%) 


ja 
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,- (P). -() «еэ». 


#(х) = bC, xa) (Хх) = alt, xE Бі), 
我 们 可 用 镜面 反射 将 0х) 5 90(x) 扩 张 到 整个 空间 R2, 
ЕСО, Я, PEZET Brown 运动 


в-(, ). 


Ё t 
Х:=Хо -f olX dP, + | b( X ,)ds 
0 р] 


TETE (人 ), 它 首 达 5 的 时 划 记 为 r。 令 rz = r AT, F 
q ` 
я 


АБ, 
B,=B, + T В. 
4-1 ECF, Brown 运动 。 
在 边界 3D 上 ， 我 们 考虑 AATU, D, bO, EE aD 
上 的 限制 ?的 方程 
у, = х.. + баси, 0ав, + [вое ооз, 
ВЕ еу. ЄТ ВТЕ V 


Хх. = Хз 人 тез, 5s 0ds), 
| 0 
我 们 还 有 
В, - В, = В, Bine є#%С Ж); 
< 日 .一 日 Di Т етл, 


Пп Н. 
В, = (B, ит’ _ B... ) + B, srei 


<В>{,=<В.у, ~ Ву. > +В. 


<В. аут! _ В,. ‚ В. ле: >= (0, 
这 样 ， 利 用 Ф 的 连续 性 ， 并 用 Riemann 和 来 按 概率 收 ЖУТ 
近似 积分 ， 就 得 到 


t-EAT? t 
F U owad [| ORIB =b), 


E = É Ar + А 
| Бу, ,0)ds = | Бану т" - r), 
tAr' ' 


Ü 


于 是 X i E y E C ЕТ) 
x, = xot | ORDB, ar - Гос оаслго 


t t 
(«ока введут } 


0 
(5.32) 
取 Л есир), W-T/CX)R ho ZK, HATTA 


КУО fe - [алох дв Ат? 


М» > 9192/12; уз Ы |4? (8.33) 


Же. НН 45 = (5 +t = 005 А т’) + (зуг) о 的 人 性质 
便 得 
ОХ - Хо -| АРХ дв 
-| ba Xx, JACET E A, (6.34) 
НЕ X йд, ТЕТ, X евр НИХ ter’, PUA 
і 
решаю = [LX ds Vr) 
办 
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t . 
= еалт. 


| | 
TA Ф, = [ьс оясуто 是 总 在 3D 的 一 个 广义 边界 时 ， 


由 (6.34) 可 见 ， 如 果 fECED) Н 2/71 -0, ЖА 
Xgl aD 
t 
хр - eX - | AIX Dise ж. (6.35) 
0 


我 们 来 证 明 满 足 (6,35) 的 过 程 是 分 布 唯一 的 ， EKE, WE 
AIRE Z, CREF DEE A ARA Ем, МАЯК 





/есүсруң 对 -| =0 有 
ёар 
EZD -IZD | А), (6.357) 


我 们 要 证 明 Z 与 总 同 分 布 . 
设 60 充分 小 及 ЄК, Ш 


£ 
F = [z=( ): осе, ls- | <N]. 
Ха 


H (6.307) № bCx) 的 连续 性 ТАНЯ: 720, 使 зир БОх) < —- e. ` 


TEFy 


记 ts A Z ERBE FACCE E, СЯ ЮЖ ЖЕФ). 
注意 (6.357,(6.35 7 中 的 上 和 .元 $ 可 相应 ВЖЕ ECD) 


a| somere, З о) = х1, TERS 


Эха 





РЕ BEAN - Гава) + Zaba lZ odse See, 
£ 
设 停 时 列 r, BE БИ: ЖЕРИН 5 ( ，)， 那 么 我 们 
有 
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上 dd -4 
„© (Z) +2Z asgl) 5 


TESTE 


Н А 
= m 2 
二 常数 | E Зо Zis ATT вус 


由 Gronwall 不 等 式 得 到 


Е Litir Ty =0. 


ERTE 
x 


因此 
Р.О. =Ü, V 1) =Т. 


这 说 明 只 要 从 3 上 的 点 出 发 ( 即 Z S ap), ВА Z, ЖЕ 
保持 在 әр, WZ caD, E35 HE f xi se xa 我 们 


得 到 [ 显然 区 -三 0 


d 
Мі 

мга : =Z,-Z,- [EZ degg, 
Mira - 1" "° 


与 引 理 6.4 类 位 ， 我 们 有 
«Мо Мер, =| Аср —x Ax; +x Ах: 4, ds 


0 


а. 
= „| а@*1(#,‚,0)Чв, 
由 表示 定理 可 并 大 在 4- 1 Brown 运动 上， 使 
t t К 
2.-2- | 5(Z。,0)as= | @(7,,04Ё,. 
© о 


УЕ b, 满 是 胃 道 唯一 性 条 件 ， 所 以 过 与 竺 中 的 Y 在 相同 
初 分 布下 具有 相同 的 分 布 。 
HERTZE ZE ОО. $ 
ra inf [it, Za 1 |, 


Све = (f, JEC, F 的 支 集 在 Ре. 


Z€ [x хе .由 (8.35) 便 得 :对 任意 /ECBCD") 有 


М1==/(7, т? -fZ -| | PARZ OBES. 
{R E. 4 MERCA Zon ИА). МТ REX K 
Ë №, МН ВА f а: ех, хх у М MD e 
.ps 间 样 用 中 示 定理 推出 存在 4 维 Brown 运动 B， 使 对 于 局 
部 化 时 列 rr 


Ta И, ds 


Ата" т) 
-| Yo(Z,)dB,. 
и 


ВЕТ, AT IA т, FER ZEDA 


Z; =Z + |" coa, + эел, 
由 方程 的 分 布 唯一 性 可 知 ，Z .7.1 与 针 ,.7.: 在 同 初 分 布 时 具有 
相间 的 分 布 ， 但 是 按 定 六 主 与 + 分 别 是 Z,X 首 达 3D 的 上 时刻， 这 
说 有 明 Z 与 区 在 到 达 3D 前 同 分 布 ， 
综 上 可 知 ， 如 果 Z,X 有 析 问 的 初 分 布 ， 则 Z tX IDD W. i 
就 证 明了 (6,.35) 中 过 程 的 分 布 唯 一 性 于 昆 对 于 三 是 (6.35) 的 侍 
意 两 个 过 程 X.Y， 恒 有 


Es XDE SYD (y еси», 20). 
我 们 福 意 到 可 以 用 


af | 
ТЕС Юу, -| =0} 
Í è axd|a J 


ЕЕ CKD 国 数 。 S E, Ск) Bib /可 用 镜面 反 
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НУ Ex- М 


15), z >= 1, 
п 
ску = j 
1 И 
MRD аа 


一 致 近似 。 然 后 fx) 再 用 < 光滑 算 子 ”作用 后 的 
А? 
| “®сюэС,ехр( - ресур) садә 
一 长 近似 人 ->D 时 7。 而 这 最 后 的 函数 是 属于 


(ECDs, =O) 
的 。 
经 过 这 样 的 各 近 后 ， 我 们 便 得 到 
Erf (X) Е.Ү) (CCVFECR(D))。 
仿照 命题 4.1, 命 题 4.6 及 引 理 4.2， 我 们 就 得 到 了 邓 的 强 马 氏 性 . 
再 由 (6.34) 可 知 ， 对 不 同 的 x， 以 < 为 初 分 布 的 全 的 分 布 组 成 
(А, у) Ей. 


я ж 
1. ВХ Brown 运动 ， 
. a — 
роо = 1209 #50, 
х, >, 


0<a<1, 9 ' 为 它 的 对 称 导 数 ( o” со = J (se + )—-g' (x — )), 
那么 含有 对 称 局 部 时 的 方程 
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аХ,=4В,+(да-1)4],5СХ) (5ВМ) 
НЕ ЗЕ Ж ТЕД Y =g(X ili E 
dY, =g'(Y dB}. 
2， 令 上 让 为 1 中 9 L: 


t-a 
h(x) = Ka x<, 
x 5 x=0, 


A, =f w (B,)*ds сео, 


ЖА, 的 右 连 续 送 。 求 证 kB Я Я ВВМ М (GBR А 
Brown IJ), 

3. ВУ Brown 运动 ，4 为 有 限 变 差 连续 适应 过 程 ， 巾 

Х:=В.+А, 

WR (ЗВЕНЕ, ЖЕ 9, ОССЕ Е ЖТ 
必然 有 А, = Qa- DEOD. | 

4. 证 明 方 程 (SBM) 的 解 有 分 布 唯一 性 。 进 而 证 明 它 是 满足 
穿 透 边界 条 件 

а/'(О+)у=(1-а@)/'‹0—) 

的 扩散 过 程 ， 意 即 其 弱 生 成 元 АН 

== Е C} of (0+0 = (1-9) (0- I CDA) 


RB. Afl je 57". 


5. Ж В" 0 Tanaka 公式 证 明 ， 如 果 А, = | (Ваз 


( B 3 Brown 适 动 ) 的 右 连续 道 为 rt， 则 了 ,为 反射 Brown ја 
动 ， 即 存在 Brown 运动 В, IE 


,= B+ у (В), 


434 


6， 令 ,为 反射 Brown 运动 , 另 有 一 个 与 独立 的 随机 变量 
е, ЗН Вт НОВЕ. Та OBEE AT, 
那么 对 于 

| X =f eur + aliar 
O ЮЕ” НОА УЈЄ(РЄСЕ, ај' 0) = (1-а)/(0›}, 
РОХ Хо -| ОХ даз 
9 

EA. 

7. 将 比较 定理 推广 到 反射 Brown 运动 与 反射 扩散 过 程 ， 并 


将 比较 定理 中 的 bbh — ЕЕ Lip** 改 成 (5,14)， 
8. PA Bt, (1-В>* 的 Tanaka 公式 证 明 ЖА, 


PlanB ds 的 右 连 续 井 为 rt， 则 对 X, =B, ЖЕ Brown 运 
58, MEDE 


i! 


ах, =4В, + LX) -LX) 


МЕ Brown 运动 )。 

9. 推广 6 至 8。 = 

10， 定 文 双 侧 反射 扩散 过 程 。 

11. 推广 7 , 8 510. 

12， 推 广 1 一 4 至 一 维 多 点 穿 透 Brown 运动 。 

13， 推 广 1 一 4 至 一 维 斜 扩散 过 程 及 其 多 点 穿 透 情形 。 

14， 证 明 在 以 上 各 种 情形 中 的 解 都 有 轨道 唯一 性 

15. 证 明 在 以 上 各 种 情形 中 ,Yamada-Watanahe 定理 仍 成 立 ， 
即 轨道 唯一 性 加 上 能 解 存 在 可 推出 分 布 唯一 任 。 

16. 证 明 以 上 各 种 情形 中 和 均 为 扩散 进程， 并 给 出 相应 的 边 
ЖЖ. | 
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第 七 章 “ 对 半 航 的 积分 和 含 点 过 程 
的 随机 微分 方程 


37.1 ЖЖ В. РЕЖЕМ 


ЖУТ СОБ МН, ИЖЕ v N € 
ро, MN ЮА. КАШТА АЛДЕ ЖЕТП ки Т?З СҮ ЖЕЛ 
HATER). 

3187.1 НЕ R E Gl 3 , 

АЯ УМА ABE, E2, 26 ANE 2 可知， 
АК ын н] ЖИЛЕ ЕА, [ЕТЕЙ НГ АВЕ М?” = 0。 如 果 邓 是 
СОГАЗ, ЖАД А-КЕ А Ут ЙЛ А 


Г. NAM = Г мам — | мам» 
а © П] 


= Г мам ~ (| мам y. 


所 以 | NIM в ВОЗ. BAH, HEN 2.23 的 证 


明 可 知 , NM- | Мам 是 一 臻 可 积 欢 ， 因 此 NM ERIR. 
当 МЕ СН, МНЕ N M Eik. 
РМ FS ЭА Н. NEJO RRE, ИЖ ЕНЕ 
部 化 方法 ， 就 能 得 到 N MAE SSES, 
命题 7,1 对 于 局 部 革 M， 存 在 唯一 如 下 的 分 解 ， 
M = M° + MŠ, 
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其 中 мета ro, месе Шр 


CMJ My + DAM, (7.1) 


(AM =M, -м,, M, =0) 
EAEC OM PaM HRE E РО. 

证 明 hag 2.26 У, MEEA УИ м+м, К 
мем", м! Ж-А Т НЕ. TERNE Ме 
71°, + НҢ А = м + Моя, 此 中 MUC 510°, мо 
Є 71°, Z= М== мі, М“ = МОР МТ, 这 就 得 到 命题 要 
求 的 一 组 分 解 。 如 果 另 有 -一 组 分 解 М-М* + Мл 要 求 ， 
那么 

Me- М" = Mü Mig фер 
PEM- M° g Ге, Н, ЖИ НО. 9088 M° — 
М° =0。 这 就 证 明了 分 解 式 是 唯一 的 ， 

往 证 (7,1)a.e.,dP 地 存在 。 利 用 命题 2.26， 我 们 有 

М=М+С+М,, 
ОМ АНЬ, РАМ є, С 是 局 部 可 积 变 差 过 程 。 于 是 
存在 停 时 т, t oc(a,e.dP), МЕН, GO 是 一 致 可 积 变 
>; CAM, >, (АМ, + (AGE), 


但 是 ， 我 们 显然 有 D (AG, co, А, 对 于 М "о 还 有 
Е» CAN DH ка) 
8x< t 


slim У.Е (Мк: №) = ENG, 
в- T f n 
因为 N 是 一 致 平方 可 积 的 ， 令 mw, RREA 
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ЕЎ (AN, YLENI <O, 


tat 


因此 


У (АМ, (a.e.dP), 
从 面 有 | 
У (АМ, < (а.е.4Р), 
于 是 | | 
SAM < оо  (а.е.4Р). 
sai 
命题 得 证 ， 


注 “ 和 机 <M> 出 用 用 * 概 化? УЕ ХМ, ММ, МЕ 47°) 
业 似 地 我 们 对 М, МЕ МЕ М 


[M,N] =<М®, N>; + У (АМ AN),. (7.2) 


CM NRA SMN > 类 似 的 人 性质， 并 且 也 有 相应 的 Kunita— 
Watanabe 不 等 式 ， 证 明 方 法 完全 不 变 ， 
命题 7,? 设 + 是 可 料 时 或 绝 不 可 及 有 时， 记 
ЗИ (г) = {Меч MM 一 至 平方 可 积 且 在 [[r]] 外 连续 }， 
那么 我 们 有 
1”ME3Netr}， 当 且 仅 当 存 在 ELICF1)， 使 
M = [a Гарно] 一 (Ia, yy)? Cr УЧТАР, 
2° Ж т,,т, РЕАЛУ ӨАИ НГ 13 02,1) = Я, 96 
АФ: Hilbert 空间 
WR = (X; REDRE, |X = EX) 
RMC 1 9% (12); 
3° AMEMO), NEM № 
EMN a= ECAM,AN.), (7.3) 
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Projn tm = AN, у САМ. иу)? (7.4) 


证 明 1° “<=” УЗЕЛ. ЖЫ 720. іа A= lu, Ы 
4= 4?。 于 是 
M, = Е(А. |F -EA FOEN, - E(A.1 жү). 
由 总 的 可 料 性 ， 我 们 有 
1: — > d 一 =“. ° 
FÀ: | "д. д. E | Aacd,) 


=F °‹ А.А, -Е[`ЕСА.| ж дА, 

=E| Е(А„| #,_)4А,- Е| ECL] dA, 
= BP EALA 1+ ЕСА„] ж, дА, 
=Е| E-A) + №, ЛаА, 

<E| А. +, qA, 

«ЕСА. А.)+Е [Naas 

-E| ЕСА„| gd, Ем, ЧА, 


= 2E| N, ал, <2ЕГсзар]М, DA] 
Ü t 
«2[Есзар NIJ r EA212 
£ 
ЖОО(АЕМ ВУЙ (ЕАз)% = 4ЕА:, 


МЕ M = À — A= %;. 
若是 可 料 时 ， 由 引 理 2.22 可 算出 ЛЕС, reys 
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Жет ЛАГ МЕ, ВВА ЛЕ PERE S А = Г. „ре IE I| 
的 , НЕА ЗЕ. 这样， 不 论 哪 种 情形 4 -站 在 [fr 外 总 是 连续 
的 ， 
ЕН ЛЕН ЕМ, RE 
ЕСА, -А,)М,1= Е |" М.А, - А, = 0. 


用 局 部 化 方法 可 知 对 于 入 EW;， 上 式 仍 然 成 立 。 于 是 对 于 任意 
a>0, АСА - Л) е -ASCo。 由 此 我 们 便 得 到 А-А е, 
HE. М=А- АЕ, 

“一 ?是 (7. ОП. 

E.D. GE. EFL gM =A- ACAR" 
中 定义 ) 是 一 致 平方 可 积 变 差 靳 。 定义 

NP SEN oly taa | F i)e 
ам, 而且 
EC(M NS) = E| мам -Е | “мам? 
| , , 


- Е” (Nm dM = E| NvaM,, 
另 一 方面 
Ef Мам, = s rove ›ам, = E Nea,” =0. 
Ф 0° Ü 
所 以 
EOM.N:ma) = E| ANPaM, = ECANMAM.,). 
поо (7.93). 
量 后 ， 对 M CS, (АМ, Г.Р z E AS БНН 
是 连续 的 ; fE r 是 可 料 时 的 情形 ， 利 用 可 料 停 止 定理 得 到 其 值 为 
0, В М-ГАМ, Гек» САМ, Ниро РО 在 Cr 外 连续 ， 从 
ПЕ БАМ, ә = КАМ. Ле). НП (7.4). 
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命题 7.5 ЗЕЕ нЕ, SERS 


УЛАМ, [< (УРО). ст.5) 


s< t А 
证 明 必要 性 显然 . 邻 证 充分 性 É MC 1°, HWE 
(7.5), ЭРА 


A,=>AM,| 


EHE pP Ж. h 6rR8 2.26 可 知 M = М+М", Е 
Ма Та, А, W МО! В 380, 
AAMU BAR. Ш МО! = М-М?! 也 是 纯 断 的 ， 并 且 也 
满足 (7,5)。 所 以 我 们 不 妨 设 М 是 局 部 有 界 的 有 |AM| ЖЗ. & 
0. =infít, A т}, MAA gA, п + JAM, ,1 是 有 界 的 , 因 
此 4, 是 局 部 可 积 的 。 由 于 有 局 部 化 方法 ， 我 们 只 需 在 M ЖНЯ 
В. А 为 一 至 可 积 的 情形 证 明 命题 。 


- 设 停 时 列 rw 使 M 的 不 连续 点 集 恰 为 { те], В. [Cta 


Etel = 名 ,由 停 时 分 解 定理 我 们 不 妨 设 rn 或 者 是 可 料 时 ,或 者 是 
绝 不 可 及 时 。 由 命题 7.2 及 Bessel RERE 


мє У) (АМ, „Тоа САМ. Геро? 
ааль фага Ее M. RIETI M", 全 
BY EM MD, 
再 由 Schwarz 不 等 起 及 Doob 不 等 式 可 和 


| E(Bsupl MP? ма )<=. 
因此 мер Ж т Ве ИЯ Mi TE M ETERA 
集 也 丛 是 [JILrsJj。 这 样 我 们 有 AM M EAI НМ-М’Е Ш". 
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本 此 就 必须 有 м-м’=0, HD 
(97,0 Нам =M, 


a-m. вена АО М пра 
Ef АСАМ, арз) | 


<Е] і (АМ, Гитара | ' 
于 是 
ES АМ, siiret 一 (АМ, ев) СОР | 
+1 
«Е | аА) | 
п+1 0 
«22У AM, | =2ЕА.< оо. 
mel 

这 说 明 


> (AM, тики - (АМ, I, ӘР) 
1 


以 概率 为 1 ЗЕ НС, AE CARREJAR, охл 
限 又 必须 为 好 。 这 就 证 明了 命题 。 
推论 жМее1, ， 则 存在 可 料 时 或 绝 不 可 及 时 rw， 使 
С [Е = 27 тт, 


А.М АЧА |] ГТ, НН С7.3), (7.428 
М= (ж) Ў) (AM, Lin" САМ, Та sn) (7.6) 


EM} = >, ЕАМ, ..)°. (7.7) 
п 


ЖИ M C 9R., гр сс, 
命题 7,4 ме, Шм -Mj 是 局 部 款 ， 而 且 
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1° MEM 了 (AM 局 部 可 程 < 所 >[M] 局 部 可 积 ; 
#5 
2° ГМЕ НУНА ГМО? «=>» M C 49°, ЕЖЕ 
下 ， 我 们 有 [MJ? = <M>s 
3° MELM 可 积 ; МЕ, LM] ATAR. 
证 明 不 妨 设 Mo=0。 利 用 命题 7.1， 我 们 有 
М? [М] = (M° + М) М> — SAM)? 
= ММ + [(М®)?- М>} +TM- у (АМ у, 
ЕЖ BI PN НЯ АГА ЮА. РЖ, Яя M: C 
M. РЕ РЕ ЖЕЕ т, М, Ем. ЯН. ПАП ЕС 
t= r) 


EM$- Е( >) AM. a1?) =o. 


于 是 CMD? У, (АМ, УЗЕ, ЕВ Має 7°, g 
们 可 用 局 部 化 方法 得 到 ， (M3y2 Уу (АМ)? НЕХ. 于 是 在 MM 
ER: 时，M’? [MJ 是 局 部 舱 。 我 们 征明 对 于 Ме .天 bc 结论 仍然 
ЗЕ. 事实 上 ， 利 用 命题 2,2 6 的 分 解 ， 我 们 有 М-С, Вар 
Манн сия M e gs, СЕВАН. TE 
М -[М] = (М-М) + (С - гс) 
+20 М°С- ЛЕС космас -[ Ma GJ. 
Bi ВУЗ ИХ Bš НН 20 Ж A 由 引 理 7,1 得 到 第 三 项 也 
是 局 部 车 ; 另 一 方面 利用 Lebesgue-Stieltjes 积分 分 部 公式 可 得 
б*®-Гб1= f G, dG,, 
НС RE ЕЯ ЖЕ, С=С, PEA 


(с. аа,’ =o, 


Ат G° -CGEM ХО 2.23 的 证 明 得 第 四 项 是 局 部 
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$, ММ -UM EREM. ЖЕ, 1°—3° 的 证 明 是 显然 的 ， 
推论 М, МЕ, ИММ-ГМ, МЕ gl, ШВ x= 
TM NÆRMEDE 
АХ = АМАМ, ММ - XEM (7.8) 
ВЕ — # ЛУ E y pete ХХ. 

证 明 只 需 证 明 唯 一 性 . 设 另 有 一 个 X АДЕЙИ ЛЕК Т.В) 
有 限 变 差 适 应 过 程 。 那么 A(CX - Хә = 0, Hl X Хх’, 同时 
хХ-Х'Є.#1°%°, мер. 23] м Х-Х'=0, 

命题 7.5 EMEA, АС, т {Е В. АЕН 
8,8220, Я 

РСА П {р M |207) 
<ЇРСАП{<М>,2® ер +5. (7.9) 


特别 地 ， 只 要 <M>,T — Ü, 就 有 sup| М, 14-56. 
зыт 


证 明 50 = іа, <M>5 Ze), 那么 0 是 可 料 时 ，M"E 
ж, ИМС 前 ) 预 停 过 程 ， 
М° = М - АМ, 
НЕ 2.28, ЛМ, 06.01, ВЕД MTE l°, НМЗ 
是 增 过 程 ， 根 据 命 题 7.4, BROM] = м" АЯА, Е 
[MI 局 部 可 积 。 但 是 
CM = ЕМ - АМ» поо) 
=[М°7-9[М°,АМьЬ1», tTAM, Гә] 
SEMI -CAM Yren SLM], 
所 以 LM" JARIR, РЕМ” Е .WY*， 而 且 由 (2.14) 得 到 
<M" STMT = MI = (СМ!) 
=<M>T KE, 
ВМ” 一 至 平方 可 积 。 于 是 
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PCAN {вир Ms | 5}) 
ü хат 
РСА б {звар| М, ~ М |2201) + P(sup| М” |20) 
ыт 


РСА М, 2263) + PGup( M $; 5.2258), 
其 中 右 方 第 二 项 不 大 于 
EMEX ) 
命题 得 证 。 
推论 ме, ме, Н<М'”- M>—0, ШУТ 
sop| MP = M |—=>0. 


ТНУ ЛЕ. 
定理 7.1 ИХ, d ARRA R n] Ert ЕЕ, И 


1° A [аах =Ф,АхХ s 
t 于 t 
2° 若是 停 时 , 则 (| .eax ) J 


3° 若 上 是 可 料 时 , 则 ( (Г. фах ) е, Гах, 


МЕҢ BERRES, ЗНАЕ BH 4 X = Ме!" 时 定 
理 正 确 ， 为 了 在 记号 上 避免 混乱 ;我 们 在 证 明 1 Bj, EZ t Et, 
由 命题 7.5，1 ”的 左 方 为 


z t 
|. ФАМ = lim | °, pdM= lim |° ° Ф.Г, 1, p OIM, 
上 n= тд? Fo 


о ton 
ta 
= |, Ф.Н. pM. 
ЗЕ НЕЕ b. АМ, ЯЛЕ РУМ 
t 
[Фа aM N>, = <Ф,, AMi Tu s Ма, 
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我 们 来 证 明 这 个 等 式 ， 由 于 名 是 可 料 的 ， 因 此 中 1,1。- ® 
验证 
(Ф, AM: Инь) МФ ALM N1 Га „ее "°. 
这 就 是 说 
«ФАМ, lu он)» № = Фе, АКМ, N? D: ow) 


= ела бм. 
@ 


FEl iE. 
2 的 证 明 :， 利 用 1" 我 们 有 
F Фах" = [фасх - АХ. Ре) 


| .eax у тахан 
[ах у - [а(х Jre], 
fia y -a (fye Jra (еу 


3* 的 证 明 ， 不 妨 设 和 = MEAY', 外 局 部 有 界 可 料 ， 所 以 
ФЕРМ», ЖН. 


(| © фаму=| ‘Grd<M>, 
任 取 预告 + 的 停 时 列 rs， 按 轨道 用 控制 收 伍 定理， 我们 得 到 


. ` ` 
(Гете „тм — f ornam À, 


-f Pla rid<M> 一 0 (nc), 
Ü 
由 命题 7.5 Я 
T+ t 
| : Фам = | .src „ам-»| ФАМ, 
Fat о т 9 


-| 
-( 
-( 
-( 
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HHN 


Ад t' 
Í ФАМ = | ФГ. аМ, 
С 


thtT-)} 


从 而 得 到 3"， 
定理 7.2 1° отн, БЕНЯ, шахеан 


ваг [сахти 

2° Фр, BRAR. MAMEA 时 也 有 

Гаме еп, 
3° ХА, оаа E, M 
['Ф,4Х,=Ф,х,- | x.aə,, 

其 中 右边 的 积分 是 按 孝道 进行 的 。 | 

证 明 1° 由 定义 2.26 的 注 可 知 在 1° 中 的 多 是 局 部 可 积 变革 
款 ， 如 果 9 可 料 ， 局 部 有 界 ， 那 么 | Фах 局 部 可 积 。 由 可 料 对 
侦 投影 的 性 质 ， 我 们 就 有 

(ox ) [ето 


因此 | Фах 是 局 部 鞭 ， 从 而 是 局 部 可 积 变 差 驶 ， 

2° 是 1° 与 命题 2,26 的 推论 ， 

3” 先 设 X 为 有 限 变 差 适 应 过 程 、 这 时 结论 显 然 成 立 。 事实 
E, Wë Ра), ССЗ ВИЕ, MAREM Fubini Æ 
理 计算 10, 刀 xx [0,2] Ее Fx G, W 

косо» | FG f, e-aF, 
Hra., ЖЮ, W X = M € .£ 2° Ин, 
Ж ЛЫК ЖЕЕ, RITA 
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t 
маф = Н | + + 一 9 
=lim| Mage, 
(шо 
”其 中 Фе ,. ШЕ ФО”, 3° 的 结论 是 显然 的 。 由 命题 2.26 


і t 
| Ф, мМ, = tim | PPIM, 
° п 0 
= (Фм, _ [ae ) 
ù 


t 
=, Mi 一 f Mdp, 


— хо ЕЖЕ, ATER E Е. 

定理 7.5 EPP Әр, |o |< p, Ф FB Бу ТЕЕ 
CRT EAA r Fee (а.е.4Р), {# Флоро 对 НЕ МУК АЁ 
有 界 的 过 程 )， 而 且 Ф970, ЯА PYA REX, Eas 
хи 上 -… 致 地 有 = 

fF фах -2 50, 
证 明 首先 注意 如 果 可 料 过 程 于 预 局 部 有 界 ， 那 么 积分 
Г фах 
是 存在 的 。 事实 上 ， 如 果 停 时 Tf?5c (а.е.9Р}, Е WF po 
界 ， 我 们 就 可 以 用 “ 预 局 部 化 ?” 来 定义 积分 ， 也 就 是 简 用 定理 
T.EX 
(| wax JE Sf wr. ах чту), 

易 证 这 样 的 定 多 是 相安 的 

由 于 多 可 分 解 成 M + A, MEH ARREZ АСЛ kh 
设 X = б). НИ, ШЙ фт 一 致 有 界 ， 利 用 命题 了 .5 就 立刻 得 
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到 我 们 的 定理 ， 一 般 情 形 有 Ck>0 使 
[Bo nl ФТ» E Ck. 
于 是 
t 
ү =] фах 
0 
有 定义 。 而且 由 定理 ?7.1 可 知 当 固定 时 


(| emax у 
0 


= (тахи -二 >0 (поо), 
其 中 收 敏 性 是 在 任意 有 限 区 间 一 敏 吉 成 立 ， 即 对 Yi 
зир КГ фах," -— 0 (п-»со, k Ш) 


ощаще | 


在 左 方 这 个 过 程 为 了 名” о, ЖФ 


Ye sup gmax|, 


“EE 


因为 re AR, MARTE YA 1—5 OEY "А 1)-=0)С k Bš 
E., n=), FEX THEE i 
EGYPTA DEEA D + POSI. 


取 定 使 第 二 项 充分 小 ， 对 此 kk 只 要 nn 充分 大 就 能 使 第 一 项 充分 
А, ЗЕТЕ EtA 1)-r0。 这 与 定理 的 结论 是 等 价 的 ， 
推论 хажи, ФАНЕ КО. ЯА 


t 
> (Хаз рат Хве )—>| .eax，， (7.10) 


而 且 在 任何 有 限 区 间 . 上 一 致 成 立 ， 
ВВ $ 
оге > Perls, гаги (sy 
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Фф Эр, Ф. 左 连 通 应 ， 所 以 世 可 料 ， 因 ph теі цг, 
Ф, SAE, 而 且 Ф: Ф.Г ш, о, РЕФ"! -ф_ 
满足 定理 条 件 。 因 此 


[ (фу! -Ф,_)ЧХ, 了 0 
° . 


《在 有 限 区 间 一 致 )。 又 由 于 Po pl <, Я, aX, 存 


在 ， 于 是 (7.,10) 成 立 。 
8187.2 хюа, Ш 


t 
A=xi -2f x, ах, CX: =0) 
是 非 负 增 过 程 ， 而 且 
z 
АА = (АХ), д, = Хф + (рїш (Хк. ха), 
n> К 2% 2° 


称 为 X 的 平方 变 差 。 
证 明 利用 (7.10) 我 们 有 


t 
д. = XE+ XE XH -2 | x..ax, 


2х: + Dh xen, ü х.) 
k 2 2 


-aima Dx a (xea, = X.) 
(lim ЭХ э, Хк, Хк 


=X} + (руна (Хк, -Xi 。 
一 k zP a 
所 以 是 非 负 增 过 程 。 
AA, = ЛОХ) -2A {xa х, 
=X} -XL -2X АХ, S (АХ)? 
推论 1 x, УЖ, WI 


450 


А(жну, - [х.-ау.- Гугах, )=дхлу, 
推论 2 М, МЫ, 
[MN = мм- [ м, чм, - [`м.-ам,. 
证 明 ”利用 定理 7.3 的 3" 可知 — 
[м,-ям,,['м,.ам, 
вн. ХЕ 
мн рас рам 
是 有 限 变 差 的 ， 其 跳跃 为 AMAN， 周 此 
MN -[ м. 4м, - Ps. an, 


ЛЕ D ЖЕ(Т.8), 
定义 7.2 EXER, Хр ЕЕЕ, ПЖ 


[X],=<X°>, AA AX (7.11) 
Egt 

ЖЗ Хх k 3 НВ На СНЕ хех, Хх]. 

同时 我 们 也 可 定义 [LX 7Y]J， 并 得 到 相应 的 及 anita 一 加 atanabe 
布 等 式 。 证 明 推导 天 法 完全 与 局 部 平方 可 积 坝 的 特征 类 似 。 

我 们 要 证 明 [X] 就 是 引 [至 了 .2 ЖЕ, ВАЗЕ 
推论 2 ЧГ ЕЕ ЈЕ. 

引 理 7.5 Жмж, АЛЕ, Wil 

MA- MiA f maa, 
Je i МАЧЕ К), АДЕН, ВА 
| МА- Moo- ['М.-ЗА. 

л ӘЙЕ САП M АВ. 


证 明 ЖЮ {ББ M= A= 0. 设 4 是 可 料 的 情形 。 此 时 
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f AA 1 也 可 料 。 设 +a 是 停 时 列 ， 它 使 M4" 是 一 臻 可 积 坎 。 设 
тык 是 预告 inf[ +, [jda >к | 的 停 时 列 , 令 a= ra 人 rons 于 


是 | "144。1 有 界 。 因 此 我 们 不 妨 设 М.Л MESTAN, ME 


4 是 增 过 程 。 这 样 ， 仿 照 引 理 2.23《〈 但 是 用 可 料 对 和 侦 投 影 代替 可 
选 对 偶 投 影 ), 对 于 任意 停 时 我 们 有 : 


E (M.A: - |м. 4А, )= ECMrA:)— E| м..8А, =0, 


所 以 МА- | M.A, ЖЖ. 
现在 讨论 A 是 适应 的 情形 。 进 Tr, a EEEX. $ 

On = Th if t; f |94, =н J. 

EXATA, BA 4 的 全 变 莽 是 有 界 的 . 仿 引 理 2.23 便 得 
MA- | Мад 
д. HE fE t<, 时 
t t 
MA- | МаА=мл 一 Гмая, 


而 且 等 号 两 边 的 量 在 [Lo 人 上 的 增 量 相同 ， 它 们 都 是 
Asp- AM... 


(мА- | Мал )` = (мА - [maa у". 
所 以 MA- | МаА вв. 
定理 7.4 EX. Y bk. MH 
[X,Y1l,= Х,Ү;- [,х,-ЗУ,- | Ysax, (7.12) 


内 此 
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= XoyYa + lm У) Хк (Хв, Жок > (7.18) 
Tt — k an 2n 2" 
也 就 是 “分 部 积分 公式 ?” 
Ч(ХҮ)=Х_ ЧҮ +ү ах +d X,Y (7.14) 


证 明 Hy, у ЖЯ БАНЕ, (7.12 HS рт. Зо; 当 


XY 都 是 有 限 变 盖 适应 过 程 时 ，(?.12) 即 是 普通 Lebesgue-Stie— 
itjes 积分 的 分 部 公式 ; 为 了 证 明 一 般 情 形 的 47.127， 我 们 只 须 假 
定 半 为 局 部 和 款 ，Y 为 有 限 变 差 适应 进程 。 在 这 种 情形 时 ， 由 定 
理 了 .2 的 3" 可 知 


xy - [xay = Гузах. 

т.1290 EF | 

| Глхау- У‘АХ.АУ, =[ X,Y]. 

9 s= t 
(7.12) 得 证 。( 了 .13) 就 是 (了 ,12 与 引 理 了.2 的 直接 推论 。 
推论 ”营区 是 灶 车 ，A 是 有 限 变 芸 适 应 过 程 ， 则 

ЕХ, А]= [АХал, хА= [A ax + [хал. (T.15) 
如 果 4 还 是 可 料 的 ， 则 还 有 

СХ, А1= [AAdX, xa= [лах + [х.ал, (7.16) 


证 明 (7.15) 的 证 明 已 含 于 (7,12) 的 证 明之 中 ,为 证 (7?.16)， 
A pR Ж X e ЕТ. ЕЮ NEAS, HKunita-Watanabe 不 等 
арх, ЕН, И 


{Галах,м)= Галас, N> =o. 
+ ([длах)' = 0。 但 是 由 定理 7.1A|(AA)dX = АААХ ,所 以 
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| A4ax= лА,АХ,#[Х, А], 
Sat 


定理 7.5 3 Х.Ч, Ф рер, Ш 
[foax,Y] = [Фагх,у). 


证 明 fE He X B — + Sy W, X = X: +M +A, PME 
AF, НЯ ЖМ = М+М МЕ gt МЧЕ 11°), д 
有 限 变 差 适 应 过 程 。 不 妒 设 Xuo=0。 于 是 有 


([еаме, (фама Y= oaa, Me>=0. 


(ге ) = ем. 
于 是 由 X° = м, RTA | 
[sax,r| =([Фах: ү), + > A(|eax ) ду, 


= [еасхе ‚у>, + DPAXAY: 


s< 


因此 


+ 
=| gdrx,Y]. 
о 


37.2 下 交 蒜 测度 和 对 它 的 积分 


设 镶 ,为 集合 上 的 某 些 子 集 组 成 的 一 个 环 ， 
ЕМУ. (QF. CF) PERIT EED, ACE Zo 的 随 
机 变量 族 20 4) 称 为 定 交 在 可 测 空 EKU оС) ERC) E 


ERME, ШЖ 
1° ЖАНАЛЕ, ИС, дә) С) СКАЖЕ): 
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2° ЗНА ВО 1220, ИЕ, АУ A ES рн 


3° жо, Я, «ВС, А), нр EA Е СЕНА 
Жл, А); 


4° ЗА, ВЕН АПВ= Z, но, ADU, ВЕС ОВС 
LHC А), ИС , ,В)> = 0), 

Е 2",4° 合 起 米 ， 我 们 有 : 对 于 А, ВЕ Я 

«ЫС AJ ВС В) = «ИС, АПВ)», (7.17) 

定义 7,4 [0,co)x я; КЕХА T CO, ICF a PBU 
随机 变量 族 ВС, 4) 称 СЕВ ВЕНЕ, 
ЕЕС HAR рс, Too cae dP), {E MATa APEC...) 
ЕВЗ. | | 

Шон Жр. СФ) ЕС ЕЖЕ, ji 


п-т 


Z =, ФИ, в) = > ФТ нв тА (t.u), 
g 


Ak E Ro Pr BREF: |. (7.18) 
ЭР, ВТ ХВ 


nt RR-1 
| [еси аш = Хуа Л te Ау) 
Ф 


-ИСОЛЬ, Ак) 1, (7.19) 
对 于 pel, RE 


ZC) = | Фа» ч: ЕССЕ, шу, uy, Фи) € 
эхо). ИН v:2>0, 有 
eff [PC u) [ет (as, du) сао, 

BJU 


ЕС ОН о 并 数 ( 见 命题 1.2)， 灾 x G( ВЕРЕ 
化 。 
Е хосе) ЮЕ P, 对 于 AETA, ЛЕХ, 
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PCs, JAXA = Е(!. | | 7r, aw), (7.20) 
PCA X A) = 0 (ЛЕ Я). (7.21) 





显然 我 们 有 
PDE 1.00. п) xU x Q, хост), Ру, 


(7.29) 
Җи е хо), РЕЖЕ OS 上 的 相应 的 限制 于 是 
Za(Lh>) 是 Frechet 空间 ， 而且 与 命题 1.5 类 似 地 可 证 


CAEAD (7.23) 
MIZPA = {BE F KOCR) FECT ЕН AT, Е 
PUA Tn u) E СИ». 
WETO, AORE ERR, RAPETE ZYD); 
(<>) -{ Фет хас). NFT V 20, 


t 
и) | Разди< =] 
Р(| | 12c u) |”dsdu =) } 
НТ ФР C рено), УСТ ле Banach zh 数 ) 


1 гур" т! 
I- СЕЎ 二 EE (Г -yl "x(ds,du)) A 1. 


{7.24) 
НН, WEZ, ТЕР <и НҢ, H. 
^ 
EPOC = КИ, (7.25) 


有 了 (7.23) 与 (7.25)， 我 们 可 以 仿照 第 一 章 对 于 .aC<4>)， 
SCOR 由 定义 随机 积分 | | əsas, аш), 它 分 别 属 


于 СЩ ФЕ (дәв) AL C ФЕ РСН, ЕН. 
全 有 特征 
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(| ФС, madds, du)) =| | ф?(з,цул(4в,4н) ‚(7.26 
oU t olu 、 


ЕАМ, ЗН н АС, СЕ ЕВЕ, ВАН 
ECF RF 2 тоос, Ев ni, АО Лт, ANAE FOA 
CF ОЕ, TEHTE, АЖ 
Феи | p E) Е ACHT RY, 

вг 

А | 

Гес, алсаз, ды) 

Л 


t 
= | [осв аут mas, du) быть), (7.27) 
Q 


它 是 特征 为 | | LPC u Eds dO RREK ЗГЕ, 
MERDO OEZ ARBA aa, иә 的 互 特征 为 : 


SHl * ‚А, Hal e s BID ERAF UAX B) CA, БЕ), 


, (7.28) 
йй ВЯ л, Ах ро м 是 o (p. x C (0) Е М 
Ж, 又 在 Rox Ro ЕВ, ЖА, W РФ, Е FE (<р, >) =1, 
2) 有 


cjf Фибз, шума, ви), |` f PaCS u) из, du) Y 
olu oluy 


t : . 
-| @,(S,u Yalu TCAs, du, x Чи»), 
J xt 


(7.29) 


$7.3 MEFR PANE- 整 值 随机 测度 及 其 分 解 
由 引 理 2,12 可 知 ， 一 个 有 连 左 极 ( 了 7，) 适 应 过 程 的 全 部 不 连 
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续 点 从 在 一 串 停 时 ton 上。 把 这 个 事实 作为 背景 ， 我 们 可 以 定康 
取 值 于 R' 上 的 点 过 程 ， 
记 
H = {р‹ pn 是 在 (0,cc) 中 某 可 数 个 点 
Ех ВИНТ АО}. 
ПИЛ КОН. 5 函数 可 以 形象 地 表 
рев (0 ") шур), 


чуу see, lina t 


ЭНЕН, США v А) E 对 КЕ, УР, А) 2 
ШЕ. 3120, АЕ #СВФ\{0\}) 
vt А)==0р(і, А) =*{п: Ч, и) EC tI ХА}, 

Же" ARES ЛЕХ, МА * so. 

定义 7 .5 CO, FCF), 户 ) 土 随机 点 图 数 pco) (BB ОП) 
称 为 点 过 程 ， 如 果 对 于 任意 研 0，4E BRNO, P= pi) 
的 计数 测度 РО, А) (计数 过 程 ) 是 CQ; a POEIER i 
可 取 + ооу В 86. ЖАН Ра, АСЯ ав, ОК 点 过 
EAC OEM ATE. 

Сян p, 或 其 计数 过 程 ( 计 数 测 度 )ivt,，*，)} 称 为 ?有 
ВЫ, НЕЕ U. PRD, 使 UnfRAN{0}, 而 且 Er, 
(2555; Ж до А В, ЖИ О R tatoo М 
Un TRINGO), 使 Ба Лт, Unda, 

CTF OARE рер, 称 为 是 拟 左 连续 的 ， 如 果 对 于 

Po={A: УЕ, Е, А) оо} 
BCI OE ratr, A EPA a, A) EVAT, А). Я 验证 这 
个 极限 关系 对 于 任意 де ВАО. 并 且 如 果 这 个 极 
限 关系 对 于 4 属于 RA\{0} 的 某 个 生成 名 CRANL40)) 的 环 成 立 ， 就 
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ВЕЕР ле СА 0) Л. ` 

91 R,T, FOGO, PEME 则 M 的 不 连续 点 及 它 
在 这 些 点 上 的 跃 度 是 一 个 取 值 于 RM\{0} 的 0 有 限 点 过 程 。 这 
Ва = (x, xian}, 在 以 ,w) 园 定时，v(t,A) 可 以 扩展 为 
FRAO E AEEA. | 

对 于 MC r°, RILAR. ХИ Ж, ЖЫЯ БЕДЕ ДН 
с Жїн. 

ЗЕЯ ”不 站 只 证 ME .es 的 情形 、 由 3 引 | 理 2.12 证 明 的 1 可知 
MM 的 全 体 不 连续 点 可 以 写成 Oj Oy ETIE CF HEt, 
MM 在 这 些 点 上 的 跃 讼 为 AM。 = M。 Mo- TÈ 


_ бу, ебу 
= ( м, AM ) 
ЖАН -РОЕ%\{(0},.# ЕО. УТ В 上 


АЕ = U (і песо, оор), 
RME 


POA) = > eu M Q 64 (>. 


因为 M, EEC AM, М, KECI ЕМС > 可 料 ， 
НЕМ: -MI -ELF ВА. 于 是 
CMa Ms D| esep EF гц» 
由 此 
Ч, АЕ, 
mH РО, А) АЕО Я, ОВР. 
由 命题 7.4, 我 们 有 


Ev(4, [1 =e 5 A< FE (e У лм») 


АМ y ЕН AM y >л 
в 
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ЕСМ”, oo, 
因此 点 过 程 是 о 有 限 的 ， 
类 似 地 ， 对 于 4Crlynse)， 停 时 т.т. 我 们 有 
ECVT Ла, Ах —>(т„ Аа, А) КЕ AoE дла) 


=n E<M>,. = BCM> ла), 


所 以 在 ЕМУ А. SHR RET ERN. 

#2 PIET Ri ЕЕ ЕХ 的 不 连续 点 及 其 上 
ДОК ЕЕ Ем фо 有 限 的 点 过 程 . 

ЗЕАА 217, = lu; ытта = та v, Umed 2271, Е 
中 vf. 及 ) 为 所 涉及 的 计数 过 程 . ВАР ra И) п + 1, Rr, == 
тапа д ЕК. 

引 理 7.4 EX- (X Dire EO, FLF P) ECF O #h 
立 增 昌 过 程 ， 其 轨道 无 第 二 类 间断 点 ， 则 

1° ХЕ Е ООВ, НМ 8 V РОХ, 
=X, >= 1( 此 时 六 有 LervY 修 正 ， 妈 随机 连续 的 右 连 左 极 独 立 增 
НР): 

2° (Levy 过 程 ) X 的 不 连续 点 及 天 在 这 些 点 十 的 跃 度 是 一 个 


go 有限 点 过 程 。 对 于 AE 多 = U (x | >1/n) AE, kA A 


ЖЕШ ЖЕЙ ДЕР СТ, ЛУ E 
Ре, Ау =0(0-,А)) = 1, EG, AVAR, E (ут), 
证 明 1° 只 需 证 明 必 要 人 性。 当 8 充 分 小 时 ， 我 们 有 — 


p(x- Xel >) 


] ] 
«р(х... әк) +Р (Xe Xe, >55) 


一 0 (2—0), 
这 就 证 明了 1 的 必要 性 。 此 时 我 们 还 有 
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Р‹»(ї,А)=>(-, A))=P(X,= XDE. 
FRULA? A FRIAR IERE, x| Им". ПИ 
Qst Нш ы (Cmax ~ и), 
于 是 我 们 有 ` 
PC, |x| ак) = lim > тзг (X, (m - X im), 
= 1 
ХЕР, |х|) ос) = 1, ВИД 
SPEE rhen, 一 Хат), 
只 要 IL 充 分 大 ， 就 有 POU SFP | 二 了 一 至 小， 但 是 Sm 是 通 项 为 小 
于 1 的 非 负 随机 变量 的 独立 和 ， 我 们 来 证 HH; 对 任意 т, НН 
Е! $ "Яра НЯ, НЕНА БИ 2°°, 
2°° к 站 相互 独立 ， 
РИ] ПО 1,67 
жы. РОБ оял, 就 有 
"С (内 与 1,m 有 关 的 一 个 常数 )。 (7.30) 
кп шә. 为 书写 方便 我 们 略 去 上 标 ?n。 
第 一 步 。 设 所 都 是 对 称 分 №, HHP(S 0) = РС, 0). H 
于 纪 之 间 是 独立 的 ， 而 且 它 们 都 是 对 称 的 ， 对 # 守 kK 我 们 有 
PUSR- 5219 РСС — SOIL, S, 20) 
+P(S, = Sy 1,50) 
= ОР ($, SL, S, 20)= 225,1) 
从 而 PEU Sa- Skl EDIP Sa 2:2). 
TÆ Hie AI Ah T EE Н 
P(|S,|>2L +1) 


AE Eat 
H =" * Тв * 


л 
= УР $ < Е, +, |, |$, [22Е, {5% - Skl SL) 
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= ЪҮРС|5,1<5,+*,\$к-1]<11,|5]2®ЭРС\ 5-5 >L) 
k= 


LPSO УРО < Е, Sra ZL Skl >L). 
k=l 
再 利用 对 称 性 得 
РС sup |S >D 
Iakat 


= P POSI KL s| Sra EL 6 12200 
k=1 


т 
=P POSI EL, |. | CL SREL) 
k=l 


PEUS EL e] Spaa EL 





п 
| 1 
5,8520) 
SL Sp- $520) 


SAP POISI EL, e, [бк 112,52, Sa- SEO) 
k=] 


т 
а УУР |, |5ь-,1<1,]5ь >, SFL) 
k=! . 


= 2 .POS <, e| Ska EL Sk SL, 151220) 
k=1 


| 8-1 
РС 51 [РИ < Е, === Skal 5,151 ` 
k»! ` 


РС, |8». 00} 
s=<2P(|S, = L, 
= 这 就 是 独立 对 称 随 机 变量 和 的 最 太 值 的 截 尾 不 等 式 ， 
tk Kolmogorov 不 等 式 更 为 精确 ,因为 它 不 必要 假定 $S BU H B5 fr #E 
性 ， 这 是 附加 了 对 称 性 及 151 雪 1 要 求 才 得 到 的 ， 


于 是 我 们 有 
PEU Sa EL + DRAP) Snl BL 


它 
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再 用 一 次 这 个 等 式 恒 有 
РСі5, |2245 +3) = PUS SOLA) 
=с4РС\5$„|2®21.+ 1)? 
Ed (4Р(|]5„]291)%®)*==4%Р( |$, PL 
归纳 地 可 得 到 
РБ! >", + 20" ууц" pS", 
于 是 
Беа Ele ен д) 


= 
„| 
+ > ECE"! тина" l relsi ezta") 
тоз | 
sett aca pe 1) аа вв 1 
се: + Уе . 4 PE Sn 12220 


因此 只 要 工 充分 大 ， Т сео, 就 有 侈 依赖 于 的 常数 Cj， 
Ее raiseCr。， 这 样 就 推 得 (7.30)。 
ЖЖ ТЕРЕЗЕ ЛУИ ЭКИ ENT. 30), ФЕР, еб Е, 
而 且 ё. 52, 加 分 布 , РЕ, В 2 £, З. 
а бен, tetik бубен ү. To 
Ee sale i p(s, | 51). 
因此 当 适 当选 取 s 时 ， 有 常数 4:1， 使 


за и т^ 1 
(Ее 2-е тре 551058 <А, 
这 样 我 们 就 有 


С>Ее*!#»! = Ее’ | 19-18% | 


+ 
218! 


£ 

tg o = 
= p “n г n 
= Бе Fe , 


г ， 
一 


= Ее 
从 而 


LJ 
TiS 


Бет с, (Бе E nC A (7.31) 
干 是 (7.30) 得 证 。 


推论 对 于 Levy 过 程 的 不 连续 点 的 计数 测度 vt, 人 >, 存 在 8 
0, 司 Ee" ви! оо, 


ет 
证 朋 ”这 是 (7.31) 的 推论 。 2 JR 
定义 7.6 BEUH ке лаана. EERS СО, >, 
(=, y py Еи C ЙҮ ЕЕ РФ (Т, Шш) >b, wD 是 TH 


(ГО, 50)) ххх аля ЖЕ, алло ER 的 
相对 Borel ЖЖ, Ф ЖЖ PHO CHAH: "ТЕ А ВЕРЕ, Яп 
фф, аш) рх ® РНИИ: сх та. ЯВ Pe 
ФЕТ, и ЖРС( и: Фи, чз = Ü( 3 u) =0. СО, 
Яро, Р>ЕЗЕЖГ ЗИ СИЛА Д + со) Л ЖЕ ДЕ {< + ) 
к=р(ш, *): $ Е (0,55) x gU) AREALE, mE F 
ЕЕ ОВЕ, r, ото, x Фар ЕН, 

М7.’ ПРЯМ. ВСТО, <) x Z x жал) 
Еж й ЕР: 


PD=E( [сонс Чи ›) 


(V DC # С 0б,соуух# XFL) 

为 由 ЖМИ. 

随机 测度 > 称 为 可 积 的 ， 如 果 ? 是 有 限 副 度 : v 称 为 ?可 积 的 ， 
зро Е: v 称 为 局 部 可 积 的 ， 和 如果 Е {ЕСУ OFE ЕУ 
Tat 20 (а.е,9Р>, EEPO, Tni] xU) ac, Ш, Jà 部 可 积 一 
до ЯГА, 

定义 7,8 ”随机 测度 " 称 为 可 料 的 (相应 地 ， 可 选 的 }， 如 果 对 
于 任意 集合 4E AU, o0, x 4) 是 可 料 的 (相应 地 : 适应 的 》 

一 个 点 过 程 的 计数 测度 (5 4) 可 以 自然 地 扩张 成 一 个 随机 测 
Eve )(ж Ж е0, 1 х A)=v(1, А). CAREW AHA 
度 。 如 果 点 过 程 是 (多 本) 适应 的 ， 那 么 > 逊 是 可 选 的 。 
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由 定义 可 见 ，o 有 限 与 局 部 5 有限 的 点 过 程 的 计数 测度 所 E 
成 的 随机 测度 都 是 = 可 积 的 。 
定理 7.6 设 v 基 5 可 积 的 随机 测度 ， 则 存在 唯一 可 料 随 机 测 
E, EEr, WEGE RRRS x РО. - 
p(D)=pP(D), V D€ әх 59007), 
这 个 弛 称 为 ?的 咱 料 对 个 投影 。 
ЕВ №№. #О=НхдАє ХС, ВА 


Е [оса x A)= p(D) = PP( D) = Е [тоса x А), 


增 过 程 2(20， 纪 xx 和 4) 的 可 料 对 栏 投影 龙 唯 一 的 ， НН ВУ ЦЕ vP 22: № 
一 的 ， 

存在 性 .不 站 设 ”是 可 积 的 且 070,571, ВТЕ Ы 
ж п=1,4= 1 (ДЕЯ ИАА ЖИВ 作 )， 即 二 50,1]。 先 WU = 
0, 11。 对 于 任意 有 4E gU) Е Erco Nx AHB. = НЕ 
投影 ， 记 为 5:(4)。 我 们 可 以 选择 如 的 一 个 坨 测度 子 EO. EE 
A/h EFAA rE P drD Tr A АЕ E ar, 

limp .CC O07), WEO Q 
РО, Е] xig, и |) == T 


0, ие Qo. 
BU ARER. ИЕ РОО, 中 的 普遍 可 测 集 ， 定义 
随机 测度 ”参数 空间 为 (0,11，- 郊 0，1 2.7): 

ТО, Ех АЕ, 2 X (АГ) СУАС.#' 0,1), 
FEEL (0, 20) x 4) 是 多 50,1- 上 有 限 测 度 。 又 由 于 UU 尽 普遍 可 
测 集 ， 所 САТЕ Воте ВС, EEr 0,55) х (UNB))= 0. Hi 
v НЕ ЕР" (70, со) x B°) = 0。 现 在 我 们 定 X 

ЫР = (xy Р, 
ЗЕ Er is e ЖОК. 

这 里 我 们 节 感 兴趣 的 是 点 过 程 的 计数 过程 扩张 成 的 随机 测 

度 。 这 时 常常 有 0 = А105. ie 
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= = U 多 (Us) (о, = (а, 11229). 


适时 指点 过 程 是 在 Ra 中 取 值 的 。 
8187.5 设 A 是 连续 (.F ОВ, MECT OR, X = M + 
4。 那 么 对 于 任意 划分 ，0= 0 а, 有 


Wi 
Аг от, 之 ELX Хат) я, 
Fhan = max,- #7), 
k 
证 明 ”为 了 符 叶 方便， 我 们 省 记 上 标 “(m”， 并 简 记 
АХ: = Х.,,, 7 Хар Ал, = А, T Atge 
HRA т. ПН 
г =a 
E| А: = D EAX | 
k 


2 
=Е(> Ал: ~ ЕЛА, 17,27) 
= ZELA4， EGA, [9,1 
k 
= DJE AAt)? ЕЇЕ(АА:„! 9,21) 
k 


© ЭЕ (ЛА, ,)° 
k 


th mt 


«ШЕ (вирРДА,, A, 110o НАХ, 


м лет ВЕ у. 
ЖА, ВЕ Кт Ей т. НА, № EE SE FE, 
BHAA „= А: Ат. 因此 


Е А, - DECAX NF:,) 
k 
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SEJA Ае E Arara DEMA paral Ft) 
k А 


+E УЕЛА, ТАА: лт) F g] | 
k 


++ Г 
ҢА, - 4: 是 诗 的 增 过 程 ， 我 们 有 
== Е|А,— Алт |, 


Hemi T. РЈ, АГ] ЖЕНЫ т, RIXA h0), ВЕД 
4 n—= So hf 
E| А,- DEX pl Жа) |—*0, 
定理 7.7 设 Ra 中 到 值 的 c 有 限 的 (打点 过 程 的 计数 测度 为 
u, ја (Е, дукен (0,41 х А) 70, 1х АРГО. Ех), Ж 
H ACREA, Б„(Ф,Ау<ос( ү т®0)}. БАНИ Ж 
1° РИА на, мя YB; 
2° РЕШЕН НС, 4 对 4 有 限 可 ДП. 
IK FE anp р, ЕН, о И МА. 
ЗЕ Эй о A ШЕ, MA E RRG, БОЖИИ 
ЖАТА Же, ЕН МУНИ ЙА] НЕ, 
又 车 > 还 是 拟 左 连续 的 ， 那 么 对 应 地 上 为 下 交 巩 测度 ， 局 部 正 
Ze ЕЕ, ПОНЕС «А>, ЖЕНЕ R. РРР, А). 
证 明 ”前 两 个 断言 是 定理 了 .6 的 推论 ， 今 证 最 后 тав. 
设 v 拟 左 连 续 。 我 们 不 妨 设 v 是 9 有 限 的 。 此 时 v7?(t,A4) 是 连续 过 
(АЕ). м 
Сы = НЕ УС, АМУР, AVEN a 
Но № Е А6 PE (ЛА о T A =n, Хи, А-У, А) 1 
(уф), ВЕ 
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АСЛО, AD EGAn AD +00 (Ло, А) 2т+Т, 
ШАС, АС". ВУИ, НЕВЕ СВУ 的 正 
则 性 7 和 好 的 连续 性 ， 对 于 停 时 列 ro + RNA 

(ЕН (т^, Ta ла, А) - ЕН? (т^ т, АЁ, А) | 
EAT AC АЕ, Ачит, А.Е, A)) 
X (ЕЛА АНАЛ, А) | 
KUn A 0 | БСА АБ А) ит АО, At. АЭ) 
EWP AOp АЕ, A РР. ЛО. tt AY) 


—0 (m—-=* co), 
即 СЕЛО, 4 是 正则 的 .因此 cv Ло, А», Ë PE, А 
«все, AD> 2, 
再 则 ， 在 50, 与 上 用 引 理 ?7.5， 我 们 得 到 (为 了 记号 方便 下 ОШ 
Пета, Аў = у, А), 
Е (DEA UP AOAIE RUAT aA) | 


<Е | ЭУЕ (Аша A т, AVG Л т„, дуз] Ж үз) 





+ F| < РЭС ОАО) 一 пало, A)| 
«ЕАН Ло, AD- AVP A or, А) | +061) 
Е 


ЗЕ», (АРС on, А)? - АРСО, А) 
Е 
= Ара! A Tan Ы А Ал" А U, sÅ) 
+ (Атха AC. А) +оо Е D AVOR A Op А» 


Е 
-AVP AOp, А+ 2maxATC Аб, АРА, A) 
+ ба, А) жос), 
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其 中 的 证 积 函 数 对 普 一 致 地 有 界 。 由 有 界 收 比 定 想 得 到 上 式 4m 
一 品 肘 的 极 醋 为 0， 再 用 一 次 引 理 ?,5 就 推出 
LHC АС, А) = A Or ДА), 
因此 
KR AD = m(t, А), 
另 一 方面 ， 若 A,BE Я НАПВ=Х, Mi 
уп, АВ) = vt AY + VC, BY 
= CAE д) HBG, Ву) + (Л, Á) + ACB) . 
由 可 料 对 人 刁 投 影 的 唯一 性 ， 便 得 
ВА] B) = p(t, A) +UI, В); 
<и» А: <E © ,В)>, 
= ле A)+t aA, = л(і, АПВ) 
= KUL o АВ): = НС АИС, у В)?:. 
<и * AJ AC + ,В)>,=0, 
Е 因此 ， 对 于 拟 左 连续 的 0 有 限 的 (FF, 点 过 程 的 计数 测 
度 有 i | 
Er = Em, EG -ay = Ел (л==р?), 
这 个 性 质 是 Poisson ВНЖ E ñd: a ИОН НЕЕ 广 ， 


57.4 半 鞭 的 局 部 特征 和 按 随机 测度 的 分 解 
引 理 了 7.6(Burkholder-Davis-Cundy 不 等 式 ) 设 меш", 
Мї= вир [Ms:|, 则 
М CHM С.м leg (59400), 
ЛЯХ рК ЈН зг. WAAMA (ШВМО ия, ERER 


и CAER. 
777.6 零 初 值 可 选 过 程 XX 是 茶 个 局 部 鞭 放 的 增 量 AM 的 充 
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ERE CHAE: 

1° "X=0:; 

2° [SUX9 其 为 局 部 可 积 增 过 程 ， 其 中 

> Y, , УУ. о, 
SCY st и 
. + с, H fe. 

当 条 件 满 足 时 ，M 可 以 取 成 .wanee 中 的 元 素 ， 且 这 种 取 法 是 唯一 
Ну. 

证 明 И, Ме .HA ， 由 定义 2.27 后 面 的 注 可 SM J) 
部 可 积 。 于 是 由 引 理 7.6 ВЯ [МТ 局 部 可 积 。 但 是 我 们 有 有 
SUAMÐ ZEMI, 所 以 [SCCAM)) 计 局 部 可 积 。 此 外 ,显然 我 们 
还 有 ?(AM) = 0, | 

充分 性 。 设 条 件 满足 。 我 们 不 外 假定 -SCX2)122 一致 可 积 ， 
因为 在 一 般 情形 只 需 用 一 次 局 部 化 。 由 引 理 2. 12 证 明 中 之 2* 可 知 


(x0) = ( U Eu I)U(U tes )- 


Жорт, 171, Г т ТВА, T АРНЕ, O F 2 n 09. 
按 绝 不 可 及 时 的 定义 可 知 可 料 对 个 投影 (X。 Tuen P EBE. B 
т, BP SCXD1 s, MAX, X. € Fi。 又 由 于 
PX=0, И: ти ос], ELX ur sn [Fr = 0, 
从 而 (X14)?= 0 (注意 对 本 任意 停 时 +， 下 列 断 宫 徙 此 等 
Ër: (X це” = 0; Х: Гут») ЕШ: Х.и к=) 的 РоІеапей | BE 
为 0; 对 于 任意 有 界 可 笠 过 ҮЛТ 
ELY Ху. Густ) = F ya... | = 0; 
| ЕСЖ, ра 97 Гость = 0), 
м" Ух. Ив еп} (Xe, А (No, Де 27) ] 
дав 
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ЗН. ист, В] 有 


# š 
км мев 3 ( > ce 


терт 


} | 
е |з(х' > ЖУУ —0 (n,m). 


тера т 


出 引 理 ?7.6 及 控制 收 仇 性 得 到 
| Me му, SO EC Mim М0. 
Н z2—3k nf Е МС], ,楼 可 作成 一 个 Banach ж, BJ k 
МЕВА Мм. м ML 08 м-в ВА. X H 
тма АВА, ат.м < eno, B ЕМ 
еж", ЖАГА РУМ", в 
PC вар | Мк M|>0) = 1. 


Gs t< 


所 以 我 们 有 
АМ -limAM™: =X. 


ШАН КМЄС, EAN = X, 那么 ACM м) = 0, 
РЕМ -N E eNe, ДАМ = N. НЕНА ГЕ. 
命题 证 毕 。 

ЖТФ иу = ФО иуе ях (U), ОЕ М E 
РЕ ИРЕР ВЕ РР, пне Р. 再 记 


[ ФО, нун du) 
, 
[есчо x au) -| Bs VP} x du), 
Е E 
如 果 有 总 交 ， 
+, 不 确定 情形 ， 


\| 


—„ 
р" 
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-joc PX (17): Ë (f се, модса? ha yJ eer | 


ВУ 
对 下 gc ZO), ПХ 
Гири (ав, в 
为 方程 


АХ = | ФЕН, du) 
КЕЧ 
[Eg Te 中 的 解 ( 显 然 ， 出 命题 7.6， 这 样 的 区 在 在 唯一 )。 
对 于 AE .多 o， 易 见 
|| уласа (s.uyn(ds,du)= HCA). 
nd E 
定理 ?7.8( 半 执 节 随机 测度 分 解 》 ОРЕХ P PES Е 
的 跳跃 值 所 决定 的 点 过 程 的 计数 测度 为 1 ,其 可 料 对 侦 投 影 为 1?， 
下 理 ?7.6)， 则 XE9J 以 写成 


t 
Х=МХ + М +A+ f | ul u si1vCds,du) 
ot E 


z 
+Í {up wetlds, du), 


Кр, 


TA. 
Г | ul. eidtds, du) 
do 





Г f 
= sS(A Х-Х,-А 一 | | unasaycas,auŠ) |) 


《这 里 SCA- Оо 2 的 跳跃 部 分 )， 共 中 闻 EX AES В 
部 分 ， 人 4 是 可 料 有 限 变 盖 适 应 过 程 。 


证 明 = 
Х=Х-Х,-5‹(АХТ ama), Хї= гар |Х.1, 
Ta = НЕ: ттеп}, 
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ВХ пв, MAZER EB. ЕХ ОБЕ 解 为 = 
M +A, ЖМ 1°, Аар Бйр иди ра, {ЕХ ПЕ 
义 ， 我 们 应 有 | 

АХ, = 64! ие, Чи). 
于 是 由 引 理 2.22 得 到 


| агана, du) 


= | ИОК Риш И du} 
r v 

ЕАХ - АХР = АХ-АХ 

З АЎ – (РАМ) +РДА)) = AX -AA 

= АМ, 
所 以 由 命题 7.6, 积 


N=| [а вала, вн) (= | ит nent, duy) 

Fe УШИ Е СА дО РЕЧЕ, m B EA eso hi 
ЕА AN = АМ. РАМ - N€ 1°, шетт. 
的 唯一 性 便 得 和 N= МЕ, ВИ, 

注 、 对 于 多 维 情 形 ， 定 理 的 结论 也 成 立 ， 证 明 完 全 不 变 ， 

(<М°>,А,0Р) 

ЖК ҶЕ Х po 5 Bade iF, 

推论 1 Ме НЕР, Ш 

г: 
мм, + Ме + || шибаз, du), 


其 中 | [ vecasvda) 还 可 以 理解 成 局 部 正 交 狗 测度 的 积分 ， 


证 明 і МЕ», ТАА, А) = Р, АУРЬРЫ, АА 
СПЕ ИНЕ, НЕР Жр. НЕВЕ 
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t t 
E| | по? ази) = E | | и*р 93,94) 
0 U Da U 


= ЕСУ (AM ШЕ МП cc。 


т 
所 以 正 交 炽 测度 意义 下 的 积分 | | uds aott, REFA 
而 且 由 定理 7.1 我 们 有 
. f: ‚2, 


ja t 
А’ = | | uu(ds,du), 
о Т 
六 一 方面 ， 对 于 YNE.4s， 利 用 引 理 7.1 我 们 有 
«М, м»-| | udaN < Ы ‚Чы>>, = Ü. 
вии 
所 以 


t 
М’ =| | и#4з,4шуве{с ине . 


于 是 | | upds,du) 也 是 按 本 节 意 义 下 的 积分 仿照 定理 7.8 便 
得 推论 1 。 

推论 2 若 定 理 7.8 中 的 半 鞭 区 是 拟 左 连 续 的 ， 那 么 4 是 局 
BEZEME НАРНИИ [ала из, ды) 也 是 按 
РЕЖЕ СЕР. 


$7.5 4187 15А Е НА 
定义 7,9 ВЕРН СУ, 多 (7 的 一个 点 函数 p 就 是 
措 如 下 的 一 个 对 应 表 


让， | _ _ | | | 
р: ( ) КО, = 55, и; ЕЦ, рф GÆ) Je 


нуу уН РЧЫ 
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这 个 对 应 好 可 以 写成 
ру: f€ ре (1,6, ©, Pip Нк. 
АКН В X| pu 于 一 个 计数 测度 ” Т АЄБ(Ї) 
(Е, деть: 0, 1х AJS fi ОР, ty u; CA) (= +оо), 


ЕС 0,22 )xX U, (10, <) х U) EF S ҖЕ ЛЕ. 

КЕЕН Ж ТЕ -RARA ЛЕ Я] к”, Th PA IO E 
ВПТ ЕЯ НГ E- - 件 * 事 ”的 简单 情形 ， 

М7. 10 с(о,=,(ж,),РУ ЫШ гє о жй, мін T 
(б. еа) “ЛБ” RAA роса, F, DESH F, 
ЖИВУ И ЛЕ де НГУ, Шудс жал), у!,н, 

Чи. АД) = пус ж n=, l,e, ос), 

ийек СЯ НВ, ПЖ РС, ААС R) D. Рае» 
коо AR, ЕТЕ СЕ ә) U, fE 


Evt, Ма) со (YERO). 
у 


S = А. БиС, Аўто (YEO) 


定义 7 .1] 0 НС АВЕ ИК АН АЕ 25 的 ， 如 
ЖЖ FERAE Po Ш УС, дА у, 

与 定理 7.7 类 似 地 ， 我 们 在 

定理 7.7”′ 取 值 于 可 分 的 距离 可 测 空 间 (U,. 多 (U)) 的 0 有 限 
适应 点 过 程 py = р, ОН ЕСС, А). (сй, ACRU): 
Н ГЕ А Е РР, Че АКВ, ВСЕ, A 二 v(t А) P (t. A) 
(АСЯ АЕ АЙП НЕ, m HUG, A) АЕ ДЕ 
ЕР, А): ЛЕ о СЕ 5 Е РЕ, А) ДЕ ЖЕЎЕ, 

证 明 同 定理 了 7.?。 

5137.7 记 





= с{д(!,и,ш)у, ЗРЕЛОЕ, 


зо я. 
那么 
A 
S = 22 x (DT), 
证 明 #gCu)C GQ (U), JOA, w)? ЕС, Ув мг, УС, w) 
gG) € Z, ВЕ ях ЧУС: > 反之 ,对 本 9 Е», 
我 们 先 用 


ee Я u, W) +, GO w) 
近似 ， 再 用 形 如 ODA ПВ ЛХ Я in НЕ {Ө ЛП ЖО (U 
Gemu w), В дє эх ЖИЛ. 


ЗЕРЕН, ZUD, ЗП 3 SL ДЕ EXS 
НЕЙ ФС, муса ФС, н, в) СЕ, 5 УЙЫП y, ШО, PUED 
还 是 可 分 前 距离 可 测 空间 时 ， 还 可 以 定义 四 对 于 (0 及 鞭 测 
М и, АС, ВТАА 272 E le Jt Ж#Н о ЖГ йй) 
ХЕ, Е 过程) 这 就 有 是 苗 相 容 的 问题 ， 即 基 否 成 立 下 
mC = дел, ДН arer?) 


| | pis, и)и( 9$, ди) = ГГ Ф(з.и)и(Чз,4ы) 
(и ағ | 


[Г], @(s,uym(ds,du), (7.30) 
ü 


以 及 究竟 对 命中 哪些 前 数 它 们 分 别 有 确 切 含义 的 问题 . 
ЖР ре], м 


> Ё 1 
sans ФЄ 2, Ef p| dre (VD): 
Q 


. ^ 
уроо {oe я, P (v Г Ф|? ос <)= 1}; 


гач М 
PP ON= pE FP: JLF O г, * сс(а,е, dP), 
Фон (DE Fp. 
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PERA pO), олус B. 520). Fe 
Sor)= (JECO xUx, F, Pa), 
КЧР, 相当 于 (7.22) 中 的 P. F| PERCO 有 相应 的 五 ,， 
定理 7,9 设 v(i,4A) 为 拟 左 连续 的 0 有 限 的 取 值 于 可 分 距 
离 空间 的 CF 点 过 程 的 计数 测度 。 对 P pe (я, ПП 


і ` "H: к ч - 
可 以 定义 | | Фи(4е;4ш), ИЕ М (1.38). Wi H R E e M + 
t 
(TY, PA), Л), CA) 的 个 а], | | Butds, du) 
пе 


АСЯ в. и. ре. БОЕ НАМ. 
证 明 ШАВ 7.77, ва ло ЈЕ 52 АМИ, МАРЕ ФЕ 
(лән 分 # 定义 。 iF pE ля, RI EER 


t t РЕГ 
| | фисаз, du) = | | Фу(ах, du) — | | фл( 95,9), 
ии а „т 


Я (7.32) Ш, М ЖЖ Реле, РН ЕГО, А) 
= Ef.m(<s.t], А), 因此 В.=Р,, ион Z (r), 和 而 有 村 村- 
ФЕ (лу 


вн) (рев) 


|| qudds іч) — [| Batds, du) 
adu -Jolu 


| 
жож). 因此 | | ouds dot ФЕ Сл), ID 时 分 


Я, j №. М 面 ， 如 R pe 2,, W|C7.32)5 然 成 
ди. ША ФЕ РП (п). ИН Фе >, 
fE Ф b( CTD H. Fata). М: (7.32248 А № зу. ФЕ 
Рл) РАЕН АЕ ИРЕН Ст. 32). 


$7.6 半 靶 的 to 公式 


587.8 EXER, FEC, pI 
ё 
re=PCxXO-FCxo - | F'(X I - dX (7.33) 
© 


是 有 限 变 差 适应 过 程 ， 因 此 FOOLER. 
证 明 首先 F(Xs.) 左 连续， 所 以 局 闻 有 界 ， 因 而 积分 有 
定义 。 其 次 我 们 不 妨 假 定式 为 有 界 的 ， 央 为 在 相反 的 情形 ， 我 们 
可 以 用 项 停 过 程 X's. REX, Bh rasini, [К,а 这 
时 候 我 们 有 
РОХ та) РОХ заг) -| Е’ Ст” da 


t 
P(X- РАСХ = 19) FXT) по, „3\50Я4А, 
я-а s 


t . 
= ОХ РОХ | FOX, YAX,. 
0 


因此 只 要 引 理 对 于 Xa 证 有 明了， 对 于 六 就 自然 成 立 、 
TAR P] Rix A F. Ямы ХД. 在 工 - 工 , Е 
К, РС, WIKA K. BB Z 
[F(y)-F(x)-(g— х) (хә |= KC — xy, 
PER PO uI Eb e R| = t Ca e Tisi =u, 17 


FOX.) FX) 之 РХ) Хо = Хим 
ШК УУУХ, - Хит КОХ a EX) 
Стах 20, – 111)-*0 (п-»ос у), 
k 
Br EA Y Е (Еа B] Ei KLX 的 增 量 所 控制 。 因 为 25X] 是 增 
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过 程 ， 所 以 Y AREH. 
定理 7.10( 半 蒜 的 ho 公式 ) ХМ, FOSC. И 


, ГЕ 
РОХ БОХ) + | РИСК, АХ, + Ë 


2 


"т 
| F'(X )d<X°>, 
Ü 


+ УКАРСХЬ - ЖХ. DAX., (7.34) 
СЕ 
Жн X° ХА Б Е. 
证 明 《7.34) 等 价 于 对 于 (7.33) 中 的 了 有 
Y, -SCAY), = JSE dxXe>,, 
其 中 SAYO: 是 指 了 ;跳跃 的 部 分 和。 先 设 F(x) 是 多 项 式 ， 我 
作对 次数 进行 归纳 证 明 。 概 定 CX) 上 时 定 理 已 成 立 ; 现 在 要 证 有 明 对 
FGO SFO ERER. T FCX) 我 们 已 有 
а(х) sF'(X,.)dX TaC +dA,, 
Heh 


Ё 
c = 了 | LETELO 


А, = > (АЕСХ,)-Е’СХ.2АХ,). 
8. f 


于 是 对 于 G(X)， 利 用 定理 7.4 及 (7.15) 我 们 有 


dG( X ,) =ЧФГХ,ЕСХ)] 
= х, AFX) РОХ, dX, нах, Ехэ], 
= іХ, F'(X )+F(X, АХ, +X (А, +96, } 


了 - г g 
ках. овес, зах, кох, АС, EXCH | 


= ҮХ,_Р'‹Хү_) +F(X АХ, +х,_аС, 
tX AA HEX di Xl АХ. АА, 
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=G'(X, qX, + LX FIX KX >; 
EPIX DACX >a +Х. АА, + F CX (АХ? 
сх, ЭХ, + 5 GX, dX E>, 


+ X AFX )- X I. (X АХ, 
+АХ,АРСОХ,)›. 
等 式 布 边 的 后 两 项 的 和 为 
一 站 -PCX АХ; 
+X, АРСХОЧАСМ, Е, 
=-G (X, ДАХ, ЗАСХЕСХ) ә, 
= АССХ), СХ, АХ, 
因此 本 推出 CX WEEER. 
在 一 般 F(x) EC? 的 情形 ， 先 仿照 引 理 ?7.8 中 的 “ 预 停 化 ” 
办 法 ， 可 以 先 把 半 预 停 成 有 界 过 程 。 所 以 我 们 不 妨 没 | X 12C L. 
EC- LLIE., RPE RETAS] Fal, Е-ге Хе Е 
一 致 地 有 | 
Fal) F(x)| +! Ех - F'(x) + Расх) F) 
—0 (m= 
于 是 从 Fa X WS ЕЯ FOX W E E HH, 
E е паи. 当 — 1/2: I Як” Ipp 1⁄2 Е, 


ñ 

,| TIC- - ук)" "очу 

кос м2—- 一 -二 ща. 
И a- Iy]? yray]? 


HH у= Си, x= (хр, д), 在 [-I+s， 1-1% FE £ 
阶 仿 微 商 (包括 0 阶 ) 一 怪 地 近 W ftx) 的 各 阶 相应 偏 微 商 (-- 
直到 / 可 能 连续 可 微 的 最 党 阶 )。 为 了 得 到 C*}， 只 需 把 由 变量 
№: - 1.119 变换 到 [- 工 -5 1+6% EZ. 
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THESE. 需要 注意 的 是 ， 如 果 茶 个 半 鞍 是 一 个 有 限 
变 差 的 适应 过 程 ， 那 么 玉 半 于 这 个 半 款 所 对 庶 位 置 的 变 元 上 只 二 一 
阶 连续 偏 导 数 ( 不 必 有 二 阶 连续 偏 导 数 ). 

7.10% Ж lte 公式 ) # 

ЕО, и) = Раз, Vn) 

WE: Рт», Ру, МЕСІ, шп, bakam) ХЕХ, 
ХДЕ, С = (СО, СЕНЕ Е Ја pz ph Pe, Яр 
А 
ЕХ, ‚С, > -F(X g бы 


: КЕ t 了 А 
= > | Е; (X... G, dX; т У | е, Е ss do 
i a k ü 
1 t . | 
ШЕ; 2 T, Fri (X: . G, DAXO, X>, 


+ >; ТАКСХ С), - VF Xs 6. DJT AX: 


ОЕ зщ t 


-Py FCX sG ТАС, (7.35) 


(V,Ü Vy 分 别 指 对 x Tü у 的 梯度 算 了 )， 
证 明 BÆRT. ЕАМ. = 
El ЯХ, 5 X, РЕ ЕКТ БЕ RIP 
ЕЛЕ G, ЕЕ ССС), ЗА По 公式 仍 成 立 ， 
2 РОО, хо, С.З л, Ж 
кН. ВЕ, РТО FHA 
FUD- Ех) ~ Су ХЕ” (х) 20, 


ЖЕСТ. 1004 3 |H (7.33 E V. У Б СЯ, LF РСН 
F(x)= |х-а| 4, F'(x)=sEgn(x—a), Е У 的 连续 部 ЭЖ 
AXE а 的 局 部 时 )。 


定理 7,11 Др, оне DE м N ph Bs, 
РЕ, ВН М Е, ла, А) = РС, А) >» 的 可 料 对 偶 投 
ВЕ, МЕ, АЕ, AJ- ЛО, А КАЕ Foy h E БИ Т.Т) ДЕ 26 ER 
ШЕ. МЫ МЕ 41° (Я ,), А, EES A М ЖЕ 
iE. JGD = УС, нове EY (A)  9(5,ы) = 9 (зи, C 
Ст), ША fg= 0, РО, х) ЕГО, 22) x РОТ) Ей E. Е, 
Ету ЕЕ. ig 

X, = Х+М. + A, + | [ey Cas, au 
А 
+ | goeds, аш), 


如果 
P( VL X 6 D)= 1, 


那么 
Е.Х.) F, Хо) 


t t 
- | ЕЕ, X dM, + As) +Í F3, X ds 
ki] JG 
1 t ШП 
+f Еа, X Ida M>, 
& 4] 
ie 
+| | CFC, Xs +f(s,u))- FC, X, (а, du) 
0 
š 
‚| сес Xs + отум) = FC, X, )JuCds,du) 
п 


f 
-f Í ГЕС, X; + gis, u)) = FCS, X a.) 
üy U 
~ Fi(s, Xe )g(s,uyim(ds,du), (7.36) 
iR ЖЕ D = R, E Ш f€ Z (z), EZG Fis 
Fr. Fyy A Yt. BTA pR EE p, сж BB BU. PMEG Unt UIE 
Б» уос. РА, U ЕГО HT К ИККИ, — 
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Юп, MA 2 的 跳 瞩 时 堵 由 引 理 2.12 证 明 中 的 1° ард, 
们 可 以 记 成 停 时 列 {9,;。 令 


; t 
тше X Mit A +Í] | Fes цур (аз, duy 
ай Va 


: 
‚| | gs ualde, du) 
«РЕ 


я 


=X, TM, + А, 十 > ѓар.) + > сого) CIm Pan? 
т ,i 


Tait d 


{ 
一 | | gs чәл Gads, du), 
Я Un 


ШТ g€ 名 (XT)， 所 以 有 有 边 最 后 一 项 是 £ ES Fe, A X 
定理 7,10， 我 们 得 到 CF FCG, 基于) 可 用 БРС, ХИ 
Е, X 9. ЕСО, Хо 


t 5 
af Руб, XI)a( u, +A; 一 | | gnts Нл (аз, du) ) 
° сии 
1 £ EF 1 1 $ 
+ sÍ Fir” X42342, + | Fels Xds 
U КЕ 


+ У Рон» СВЕ АСЯ Pa у+/ (а„,р„ у] 


m a Ё 


ХА, РЕ, KP ANT, (7.37) 
sat 


其 中 9ъ = ЯГЫ + ЖА /g = 0, зе 1 
Граово Руни} 
于 是 
ТУАР, Ра XA xM" 


Е 
= Ў ГАЕС, ХУ - Е, АХО] 


Fmt 
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x Fifie ge Pe торат Р з=}! + Tipy-o gr o) з 
т 


п 


一 > (FCO, ОЕ + f(g, p..))— FO ms ХИ 2) 
t 


HEO ms XP + 9% (От, Ро, EF Om Xi-)) 
— Кыс, ХИ ОСС у р.) + 9607.5 De 2). 


和 再 应 用 (7.32)， 于 是 (7.37) 变 成 
Ека, X) - FO, XW) 


t т) 上 п 
-| Fals XE d0M + As) + | F), (Gs, XS yds 
g П 
t 
+3| Firs XIMY>s 
и.о 


t 
+ | J [F(s,X PR + f(s,u))—- ЕС, ХФ) eeds, du) 
аи и 


1 
+| | СЕ, XE tgau — Е, XHY ads, du) 
0. U 


ір . 
+ | | CFG. XT дъ (s,u))— F(s, ХР) 
nd U 


-F Cs, X Yg I C(S,uyju(ds,du), (7.38) 


НХ” Кж 2 MO dr Т.5 ө] ЕО — ШШ] X 2, 
Ха», ХТ. Е, |, .Fz| 有 个 统一 的 上 界 C， 因 此 
Ез, XE. +/(з,чуу— ХО У ,uu) € Z, (m); 
Е, A U t ga (S,u))- POS NXT) EC gaisu 
sC |o(s,uy| € Flr): 
|F(s, X + д. (зун) FG, ХО - FLG, X М”! )gaCs,u)| 
LC gnl нау, не (д). 
在 (7.38) 中 令 ms， 应 用 控制 收 黎 定理， 全 得 (7.36) 。 
484 


ЖЄ Рл), g€ (>, ЊВ Е.Е... Е, 并 不 有 界 
时 可 用 典型 的 预 局 部 化 方法 得 到 (7.36)， 

Я =. деи. 的 情形 。 

定理 ?7.11 的 多 维 情 况 并 未 增加 国难 ， 所 以 就 不 必 列 出 了 . 

推论 车 一 


1 
Х,.=ХЇ +f f gss ucds, du, 


t 
Y =Y + f | Jls ии Сіз, du), 
Ч в/в 
Xe YU Е, ВА 
d(X,Y  =X,dY ,+Y,dX, +dX idyYs 
jag, q, 7.39) 
而 且 | 
š 
[K,Y] i =<X° YED, +f | gils, ugs LDOPCGS du), 
. ü и 
2%. 
ООО 
$7.7 Poisson 点 过 程 和 独立 增 量 过 程 的 分 解 


定义 7.12 我 们 称 点 国 数 
g TS, sip, — Sy" 
HLR SE p (27 = tl, ty ==}, Pig” и) Ws FEE, ЯН 
Tie a se f tm = t DS, h ро. р. Й s EREI ВР: - 
定义 7。15 点 过 程 Pi(z) 称 为 平 fa йу, ИЖЕ П) ЕВ 5 E 
移 8,p.Cw) 得 到 的 点 过 程 都 与 PC(w) 有 同 分 布 的 计数 测度 ， 对 任 


Жз R n 
| ki," Kns 


VS ,n,l уб уу, A, BA 
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Вр, А = Кү, ‚рр, Да) = К.) 
= P(tV; „РО, А! = kiste, Fa Pinsin) = Кл), 


定义 7,14 ALEE p (w)R Poisson 点 过 程 ， 如 果 它 的 计 
ЖЕ I РОО, ос) xU, (00,55) х) В) Роївзоп Ж, 
№, БАН СВЕ РС, A Е: 

(Р) (65, х АЕ, A) 3, А) ЕЯ De gO, 
осу х BD МИ sC р) А в Я СРВ Poisson 分 布 ， 其 中 
джо НЕ, ВАХ КЕМ СА AD = ос 时， 理解 成 
(В) = 20); 

(Po ЗЕ: 对 于 Dou Dr HAAZ HAF, O) 
xU, РСР, y (Dry yr, 

定义 7,15 (Q, 3, CF) PDE НИЙ Poisson 点 过 程 
p Соу 0С, Poisson куй, WEA TER tos 8. 

(ХА); АЄ СОЈ) ВЯ, Жи. 


命题 7.7 Poison 点 过 程 p, Жау, МНО R 强度 测 

КАЖ, ШИ. е) E o ARME nA), ñE 
ALCS, x ДАу=(Ф—-5з)пб(А), 

这 个 nC，) 称 为 下 稳 Poisson И EF BE fJ kp ñE NI EE 

证 明 出 平稳 性 

РОО, + Аз = Ev((s,s +tix А+ ¿((0,s; А) 
= АССО, ХА) + 2(00,51Х А), 
Hx 8 8 3 3 EK SE ft | 
АСО, x А) = 0 = ACO] x ADL 

于 是 nCAD) 可 取 成 4C00,1 x А), 

Е 平稳 Poison 点 过 程 的 计数 调 庆 кот, 4) 是 普通 的 Po 广 
ason 过 程 ， 

3| 理 7.9 ШРС, АСА СВ 0-Е 4 维 随 机 连续 的 
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Levy 过 程 X 在 不 连续 点 及 其 上 的 跃 麻 构 成 的 点 过 程 的 计数 测度 ， 
那么 
1° 对 于 4E #(|х|;>1/п), 


| бн) 与 区 .一 | uv + du) 
А А 


Ни; 

2° ХЕРНЯ Л 00) А», A E Z| 51n), Us » А1), 
re ‚ Ав)» X- | ань Ы „Чиу на; 

3° (в, ]х дА Poisson 分 布 。 

证 明 1° ФЕН 2,6,6, ЖЕНИ, В. d=1. 
Ei EnG, +1,9А) = 0084 是 集合 4 的 边界 点 全体)， 把 :5 -1， 
t + llm 等 分 : b СИТО = +1, БА ЗЧ mokti 
们 有 

> Ахура (AX ur, вы, 


t; <t 


> АХ mas (AXX, | ura, аш), 
{тз 


t 
Җ АХ Хон Хит, АТ АЙЯ. XL F ånni ir 
Hotest 我 们 有 


Е exp(i [м] ure, , du) +u (ха, 一 Гаа, sdu) ) 


Ial 


了 


та — Ie 


k 
=limEexp(i [4, > AX РГА «АХ э» 


im) 
, t; Ё 


ка Уу Ахар CAX ро] 


(m) 
Се 


= lim| JE exp A АХ mI, САХ, 


ЕТ 

ИРА Хим ле САХ m>) ]), 《7.40) 
其 中 

= У лз н D m 
врха бё 

都 对 于 m Т СООК АС). 利用 ap8=0 了 时 ，e = es че" 
一 1 太 级 数 展开 得 
[ТЕР А?А X imla САХ ИРА X m 


j=1 





x {АС САХ т) 


- [ТЕ хро AX ml, CAX o) 


j=! 


xE exp 1н" AX 0де АХ: 


OE екр "А X ila САХ) 


та 


ИА X las (X РОО 
一 下 ехрГід FTA ХНА АХ 


х E exp'intm АХ иа: САХ у) 


= УЕ expia AX т САХ Т 


j-i 
+E exp uP AX РГ АХ, m) _ 1 
= E expla P АХ mI I (АХ, 2 


x E expli АХ Ге САХ, и 


= > ИЕ ехреі PAX l, САХ ит 一] 


j=l 
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х]Е екр[їнү"А X oae (АХ 09] -1ł 


«рынка X g) 


х [sup{ EC expli PAX mae САХ +1 - Из 

J 
А Хе САХ 9912.8) + ЕСА Xi 
хае (АХ 4913 АХ бае САХ ино) [8007 


<2 eup P GAX] >f) + on Er, (АХ) 
1- 
BC +1, A)C2sup РИАХ: "| >5 + Сб». 


B TX EBE SLE DEDI, 所 以 在 [0， ПЕНЫ, 因此 
出 引 理 ?,4 当 m~>cee 时 上 式 赵 于 0 ， 从 而 推 央 (7.40) 应 等 于 


Е ezp(i >], и, a) 
xE a(i ги (x: - Г. ит). 


所 以 对 于 注定 Ека, +1, дА) = ORA, PEIER Y. 特别 A 
ЗУД Eve +1，*，) 下 的 连 续集 开 球 ， 于 是 对 于 这 些 开 球 1° 


В. Ж 
w= {Aes(l х| > ay, Гас. sdu), 


х-], нс. ,du) 独立 ]， 


ЗЕ. №, ИЯ КОНЕ, НЕВЕ 
КАТА H 5 УК, ах реп). 
2° НУЛЕ ЛЕ (хп) №, #0, АЕ Е 


[ 1426,90) 
чї 


的 计数 测度 ， 因而 是 | ，、 Max( + pdu) 的 Borel 函数 。 由 1" 它 应 
sx-[ ч du》 独立， 所 以 {Ct Ар, yG, АУ} ЫЈ 
者 独立 。 同 样 当 fi BF, "4D 也 是 Xi-| uy(t, duy 的 计 


数 测 度 ， 由 1°， 它 也 应 与 | ир( + du) FR 22, ПИП», А, УКУ Ж 
|, ир( + ,du) 的 Borel В №. МИС, Ау). БО, АГ) 


独立 . 把 它们 结合 起 来 便 得 2"。 
3° ЉА Е Er, JA) = 0, ЭА РС, 109) m Ау 点 3= 
1). m = Ф, R TEAK оАо Ху): 


> АСАХ вю) эрсе tx А). 
于 是 
РС] x Ау = К) = па Рр, САХ ую) = к) 


slim >; Р(14(АХ, 2) = 11, (АХ) =1, 
бү < ik 
N Ахав =0}) 
JE ti greri p? 


k P(TA AXD 
= lim > 
тар gecip 15 (РЧ (Ахир 0) 


х Па, (АХ) = 0), (1.41) 
首 先 我 们 注意 
ПР ЧАСАХ ө) = 0)—7>0. (7.42) 
j= 1 
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事实 上 ， 直 于 天 在 [0, 打 的 一 致 随机 连续 性 
k Pela САХ) = 1) 
аа Фа РОА (AX, = 0) 





>; ра, axen 


=: <" ч.1 


<а — 80р РОКАХ а) = = 1))# 


. k 
>, PG, (AX: = р) 
‚#5. —- 
101- эр POX, Жа [221/190 


12, - 8 1164 


ip 1 1 m к 
мо ЗЕЕ [> САХ |) . 
由 于 引 理 7.4 фа” ЕЯ АТ, ДО yx 《Ck 为 党 


数 )， 从 而 当 m КИТ ЕЯ. 如果 7 了 =0， ЗВАН СТ. 41) 183] 
Рр з, }хдАу=Ку= (k=0,1,"), 
这 与 Ж, 在 有 限时 间 区 问 绝对 值 大 于 177 的 跳跃 的 个 数 的 有 限 性 
FJA. BERRE H>. 
再 则 ， 由 于 0<a<1 时 有 
+0 а), 


于 是 


ту 
之 PC (AX у = 1) 
1-1 


-之 In PCTA(AX pem) = 0) + SedaAx, =) 
.f= 


+ 1а(1- PCL (AX аа) = Жз + А, 
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而 且 > — In yem), 
PCT (AX = 
и а. 
I- РАХ, (#2 = р 


sup PUAAX ы) = D т pe Ç y , 
Iaup BUAX oD ГаСА pm) = ). 








ГЭЭ PUa(AX, em) = Рт, WB L-+0Om_=ee), 
j=1 


所 以 
Ў) Ражах зэ = 1— -lay Km), (7.43) 
7T ЭШ, 因为 
JI РажАх, #0 = о> а-ар РЧАСАХ үш” D) 


iag 


=(1- sup P IXs - X, ,12- —>1 (m=), 
(PC „)) 
所 以 

k РОКАХ, р = }) КҮТ 
之 > PU ACAX и = 0) kj 


"ij тт 





ti 


У) I PUAA, = 1) 
í y =. «б 1=1 
ноу +о(1› 
= hnti). (7.44) 
Наа; = PT CAX aD 1), FE 
3 


А 1 А 
>: ара "k += ram)*| 


ть 


[r | = 
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У Райана 
= ИПИ 77 
гунж 1+ mi 

tj ml) 


: 1 

< 5 oa 
=== t. 1 m 

ети рне 

11 
зира, 
= і ауана" 
之 ПЕЛЕ 
二 
1 
«зира; Iy (G ее Ба) (ИЕН -1) 
1 - 


1/C— lny)*-! 
= 一 = р рур 
<, Р(Х, Xs,l =) (к-1)! ор 


—0 (m=), (7.45) 


由 (7.41) 一 (7.45) 立 得 


| р: 
Ре x A) = k) = Š а 





БИШ 2065,1) х A) — #1 № — In y ËJ Poisson 分布， 当然 ,由 
Poisson 性 ， Ж А Z: Sk z 20) Ev((s,t рх А), 

以 上 我 们 假定 了 ЕРО,ӘА)›=0, h TRER 的 Poisson 随 
机 变量 列 的 极限 仍 是 Poison pi 视 变 量 ， 用 典型 方法 恒 得 对 于 一 
切 ACEI Eln), >ССз,! 1 х AJE Poisson БЕЛЛЕ, ДЛ tE 
得 对 于 DE ж (0, оо) х (А039), „СОЖ Poisson БИЛЕ Ж, 

定理 7.12 ”+ 上 维 随机 连续 的 Levy хр 不 连续 点 及 其 上 
的 跃 度 构 成 -- 个 Poisson 点 过 程 p(w)， 同 时 区 有 分 解 


Ап 
Х.=Хї + обычай (Ч, du) 
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t 
aff А uliws ( P(ds du), (7.46) 
ВЛ R N fo _ 


Fah a ТРАВЕ > МЕ НЕШ R m E зг” Wb 
WE X° 是 一 个 连续 的 Levy itf. 
如果 蕊 还 是 齐 次 的 ， 那 么 这 个 Poisson 点 过 程 是 平稳 的 ， 而 
Н.Ф ЛЕЙ ДЕ пс 5 称 为 式 的 Levy МЕ 
'u|2 . 
|. албаш) оз, (7.47) 


чаю + ы 


证 明 БТ. ОЛЕНЯ T. wD 070,2) x (4:01) 
ВР, РОДА Poisson 分 布 , 所 以 我 们 只 和 需 验 证 定 艾 了 .14 的 (Ps). 
设 Droen Di ARATZ BIRF 4940, ос) x (R35S70:)), в 
э = {(в,41х А, Е, AC (10), 
Z = > Ж ЖЖ МИШЕЛ fk, АСЮ) = EVD). 
5 М Жо A МЕ ЦОЛЕ. 因此 为 了 证 明 tP，)， 我 们 无 妨 假 定 
ADI ALDO Z, Tf ED, e pim e Z, E 
¿(D ADO ут, 
5 
бт = pimi ри Ср i e рт), 
于 是 АСР АБ" Э-к0бтекос), WB D, e, Dam: нит, 由 
Н.Л р орт, вора, ЭН Ж е 
POLCD =) рр, pm 1). 
=l-—exp<- ACD АЙТ"! )--0 (m— o), 
ВИ (Di)... Ср, BlCP.)#LEE. МН: p(w) Poisson 
ДЕЯ, (7.46 18 e E PB 7.8 推论 2 的 直接 推论 。 
推论 ВСЯ Brown ав), р, Е Z Ся, 
Poisson 点 过 程 ， 而 且 Xt AC Okai ОЕ, И 中 х!= B, 


+ La a G, du) ез0), ЖА BE p, Ak ЗЕ, ДЕШ 


494 


T p, МН В EE СЕ, АХ, [В.Р АР, Ap йз, НИ 
КОНЕ, Apte, АЕ ЗСО. 

证 明 用 引 理 了 .9 Мет, HEE. 

命题 7.8 пои, ZAUDE c МИ. REFU, 
BUDCE F Е p, СНЕ пс.) ду фр ДЕ НЮ 
CF Poisson ДЕР ЕЖЕ. ХРЕН s< t, ЖК 
ЯМ Аз, Ap E REA, БУС, А) соб Уу! у}, Да, ts Ак 
20, EA 

>. 


VS tI xA) 
СЕ ) 
(б—вупбСА,) 


VELSET x Ak) 
sep e pme] РО | 
Ct з)пСАр) 
(7.48) 








(Са Ша С OE). 

证 明 tE. РУС, А, исх А 
PEH Б #, же, Ш 

E expl — APÈLS, t] X A))=exp( (е7^ DG- s)n<A)1, 
由 此 便 得 (7 了 .48) 。 | 

充分 性 。 记 44 ЖЖ ЫЛЕ dix паи), 4 

97 =Í, KA St АЕ, 

设 对 于 两 两 不 交 的 Di ses ОКЕ”, р, = it] XA ЛЯ 
(s,,t, ЕРА ELEA, EA АНУ Сај 3 £ D, 分 
M ЖЕЛПИ ЫИ ЖЖ, F DZ wF T E SR C НО. = 
(тут 18:1) Mess, МЫ 应 用 (7 了 .48)》， 对 于 A 
EF: RNE 
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1 


r k 
Е iexp( - Yiri Jra] 
1 
r k - 
=E E (E [exp - > LDO)a ||, 
k 
=r (Усе -DADO РА. 
Me UaU Н.п) ос, Я ВЕРН Ру, D C (5,11 
x U as Hx De DVT, tI X Uns 使 它们 帮 是 有 限 个 .地 中 元 
ПУР, ПН. + СО АБ) 0 Gn- 22), Ж АСР) = EVD), 


тсе, D AD НЕ, iu 
р n: = DP ш рул D (DPU Ud tt D TUO. 


TEKATE., mA EMG E GRA н ME, НЫ 
CÀ ACD ADT )->0 (т-»се), М 


PEDRO >к р,). 
І, ЖОРТА ЛЄ 7, НВ 


r ie г k. 
E exp( - ` харо) = бъ 五 exp( - ` arD | 
= - тою L 


1 J 
r © 25. ] 
= lim хр 2166 "рб 
< -2; | 1 
=ехр| ДС T DAD) PAN 
1 


НД OECD РСР) ж, 独立 。 更 一 般 地 ， 对 于 Ру. ө, 
Эк ЖЖ ЖН. TG хг. ВЖЕ, DCD.) 13 F , B 
НГ. AIEA TERMAR 交 前 Does D, € Жал, 部 得 到 


Е 
=>. DIN CO, x Ln)) 
j=1 
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ECO 0 独立 增 量 过 程 。 但 是 
Е 
OSE, - 2) = ЕУ Рр: П ,tT x U,))5 
1 


=zkEv((s,t]xU,)=k(O(- syn(I7,)— 09], 


因此 z, 是 一 维 随机 连续 的 Levy 过 程 。 设 它 的 不 连续 点 及 其 路 谋 
构成 的 点 过 程 为 pf zw)， 其 计数 过 程 为 zt 4)。 由 定理 7.12 
知道 pf'(z) 是 Poisson 点 过 程 。 但 是 
РПО Ин = =, ЕГО, ТЕР ЕНЕ j 的 不 连续 点 数 
=P lt, G 1,1, 


PREA VEDIA COE KU nD r Dp 7 COE х Е, 
分 别 是 参数 HAD (0, рх 00 = I, ,k)BJ Poisson 随机 
变 景 。 又 由 于 独立 性 和 Poisson 性 在 极限 后 保持 ,所 以 РО), 6, 
VODO TES АСР, ACD УЙ М Poisson 随机 变量 因此 
р, у ESE (r Poisson 点 过 程 。 

g] 在 (7,48)? 中 { 关 可 以 不 必要 求 右 连 续 ， 而 且 (7.48) 对 
СЯ, РЕ, S НН. 534 (7.48 СЯ ORY. 

22 ”定理 7.12 中 的 Poisson 点 过 程 是 然 是 (FY)Poisson 点 过 
Р, 其 中 afos ssi), 
| 注 3 对 一 般 非 平稳 的 (CF)Poisson 点 过 程 也 有 对 应 于 命题 
7.8 的 结论 ， 只 需要 用 ACOS,IIX 41)，4(*) 分 别 代 赫 (7.48) 中 的 
G- sn AO RA BGE PAI >), | 

命题 7.9 CF Poisson кт EACT Е, НИ 
对 于 YAE Ao EVG, АЖ, 

证 明显 然 。 

定理 7 .135(S，Watanabe 关于 Poisson 点 过 程 的 特征 撕 述 ) 
5 有 限 的 (到 it 拟 堪 连 续 逢 应 点 过 程 的 补偿 测 许 如 果 是 非 随机 的 ， 
那么 它 是 (FF,) 拟 左 连 续 的 Poison 点 过 程 ( 当 然 这 条 件 也 必要 )。 
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+ 
С, А) Fla creds, du) 


кї, Ак» Г Га (Cu)yu(ds,du) 
и Ë . 


(Ar Ак). 


对 于 DixE Вк, хТ=(х,,н,ху,хШз(ф(т= 1, k), ТРО) 
=exp( —xTAYCAC АК). ФЕР. МЕНЕ Р ELAR. 
IFON OH по 公式 (定理 ?7,112， 我 们 得 钊 

FOND ЕСМ.) 


А Ta Cu) 
-| | |м. ( : на asao 
Өт Ta Си 


= | .je 6 Xa ra 00) - 19,4) 


CAT = (Аль дк). 
ERAS, fE ENW RELI FON:) ERAZ. н РА 
假定 ， 对 于 AC Zo л(, д) аа, MARIA 
ЕГехр( ~ ATN: ~N Daj- РСА) 





t 
-| | ЕГехр( – АТМ, -  N:))IA2 
aJ U 


x [exp( - У, си)) - 1 |л(4г‚,йи). 
Наиля, ННН ЕО A 上 的 连续 性 ,我 们 得 到 
Е[ехр( = ATN; =N Da | | 
= ЕГехр( -ATN -ONM СНЕ 
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k 
= Ph)exp( Sye: —1)л((5,4],А{) ). 
1 


ЕЕ 
Е[ехр( ~ АТСМ, – М), 
k кн 
=екр(}уу(е7*#-10л((з,1,А 2 ). 
7 
应 用 命题 7.8 就 得 到 本 定理 。 


ФЕЙТ. ТОСЕ Poisson 点 过 程 的 强 再 生性 ) 设 p, ВИНТ 
的 平稳 (FF;) Poisson dif., HARC Ot, ЯА p,. = 
фр, ELF p o) Poisson 点 过 程 ， 5.5 р, 有 相同 的 补偿 一 度 。 

证 明 上 先 设 有 界 ， 由 Doob 停止 定理 推出 对 于 AER, 

гиа, ду 009, А) - Глб to Ау - лбо, А) 


ECF i.k, Уо, А) - (0, А) Ер p, . „НЕ 
补偿 Е Свод) ла, А) = (t + G)n(A)—- сп(Ау = tn(A), 
由 定理 ?7.13 六 得 бор, ELF ioa) Роіѕѕоп 点 过 程 ， 

一 般 的 0 可 用 on 近似。 命题 证 毕 。 

Poisson 点 过 程 有 许多 性 质 与 Brown 运动 类 似 。 在 本 节 的 最 
后 ， 我 们 来 讨论 它 的 累 次 积分 。 

Poisson 过 程 的 最 主要 例子 就 是 平稳 Poisson а ЕЛЕ A 
ER АЕ. МИ МЕ rG, А). У ШЕЕ 


t 
Геос» баз, аи), 
O 


EE №, № Poisson ДЕН, EN, =t, ВАН = №, Ежи 
і š 
| м,ам, = | №, _ам,. 
于 是 对 于 N ,的 第 无 次 跳跃 时 刻 rz， 我 们 有 
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N, к, | А 
AT AF = r ¿= CN- DNG: 
[Nan EN., = У 1) = | 


t 3 
к-а 2 


k=l 


PA п tk Pk hy ai 


[ 1 | av АМ 


Ё 
ЕЕ i 


1 N 
= М.С, DCN =n + D =[ и: 


ЯР п, ДЖУ, ВИТА 


В РЧА (аи, "аи, SKa Np, 
быу G E - Ë " 
п осы ыа 


1 в. 


ЗЕ Кс, Е n Br Poisson-Charlier 多 项 式 ， 


"n 
К. DÒT JOD Are- Dea- a-k) + D. 
! кто 





Фара >) KaD =e Oon, HRA 


1" 
Ри — 5 = 
EC(DP DI) = drm 


引 理 7.10 两 个 独立 的 Poisson 邓 程 Nt, NO НЕ 


地 不 能 有 相同 的 跳跃 ， 


E( YANOANE' }=о, 
$> ú 


证 明 令 NY 的 跳跃 时 刻 为 ir,?， 那 么 {rw} 与 Ni 是 独立 


åf. 
的 ， 于 是 
左 = (X лм) = У) КАМИ = 0, 
ді nun 
命题 7. 11 


М = СМ, МЕС, Poisson 过 程 ( 即 分 量 
独立 的 CF,}yPoisson 过 程 ) 当 且 权 当 满 足 
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《NI 235 NU 都 是 (FF ,)Poisson 过 程 ; 

(Ns) NÆS Levy 过 程 ; 

(№) утте, N'U БУО! W 率 为 工地 不 能 有 相同 的 跳跃 。 

ШЕН АЕ. ЛЕНЕ ЕН УШНЫЕ. РИ 
以 两 个 分 量 为 例 ， 多 个 分 蘑 完 全 类 似 。 令 


i (1: riz? 
25, A ам 1 
Xr = еі! м + с 





由 CN3) 我 们 有 
1 АМТ їз 
ry АХ. Ур ж, ТЕ 
0 < $= t йс 


=1+ >, Ге - ДАМУ: + Се" - АМС. 


pasat 


ritit 
利用 NY- ei (= 


Е 


) 的 驶 性 ， 我 们 有 
EX, ,=1+E е — 126: + (eiF – 126, ds 
0 


t 
=1 :| Е Х,ар (еі 一 1)cl+fe — 1621. 
[Н 
和 解 出 EX, 得 到 
Бе 


š il) (2) 
EAN ИМ 


=ЕХ, 


о аре росі ly colt 


= pi Ам Бе 230 EZA 
证 毕 。 Р | 
命题 7.12 CEREC ORARE Poisson 点 过 程 的 充 
要 条 ФЕ д: у>, ны, Уп, V Ar. А € Z (uy KE 
н RR En EZR, Ж | 


БОСС 十 t, | ХА, РСС + taj x Аһ.) 
= БЕС, А), "С, А50). (7.493 
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证 明 只 需 证 充分 性 。 为 此 只 需 证 明 对 于 栈 责 市 变 ,， 且 使 
РС, АЗ, РС, Аъ) оо(а.е.4Р) Ñ Anes An WEAD 
vr;An)) 是 C.F,)Poisson 过 程 ， 这 只 需 验 证 命题 7.11 的 条 件 。 由 
(T.D RENO RY. X 

{Ех AEE} A pD rE x (А, ПА; > = 0, 
所 以 (Na 成立 。 最 后 ，2 4 是 武 跃 量 充 能 是 1 的 Levy 过程， 
因此 元 是 Poisson PR DD, 


57.8 含 Poiason 点 过 程 积 分 的 随机 微分 方程 


我 们 如 果 斌 究 在 R? 中 由 一 个 平稳 (FF:)Poisson 点 过 程 pCw) 
所 驱动 的 “ 纯 断 ”过 程 ， 就 逢 要 讨论 下 述 类 型 的 随机 微分 方程 


ах, [| 4 Ў, Х.н) С4в,4н), 
ОЛАМ 


eh иав, диж р, (о) РС. 
当 Levy ME пс О} ) < со (атаи) = Ev(dt, du)), 记 对 
应 于 р, Сю) ЕН: Ж 合 Фр, FPEO, С 
均 点 数 为 
t 
E Dp ПТО) = E | ,vedssdu) 


t 
-| | dsn(du)< co， 
в RËN 101 


*{Ppan ПГО, Lo (а.е. аР), 
所 以 Z pow 的 点 可 以 a.e. ФР 地 排 成 次 序 G Ge) о, (н) += СЯП 
Яр 只 有 无 个 点 ， WME Tp, : (0) = со, ІАЕ оо, ЈЕНӘ 
ВСК), ХЕЕЕ 

40,24) = а, Вор КЄ Жү, 


因此 
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所 以 G, HCF ЕН. 
д 
НЕ, ДН RAO) = (йт nC4)= | тат 


-AUF CARANO = ee). KEER RAU. 
Е (В CO, Нал) 5, МУН. 


Пхи), CDE 2 (n(du)), 
再 令 


Бах = | 2. fGt,x,u)n(du), 
Ф 


H sU 
HT Е CS Y TPE X. TE 
Г Без, xa бз | Боз, ods, 
因此 当 f ЖЭ ЕЧЕН 
INI 215. Xs. veds, du) 
0R 


t 
=| | FCS, X -ouide du) 
od бо 


+ Ие FCS, ХХ. uyn(ds,du) + | 5cs, хо, 
这 样 ， 我 们 就 应 该 考虑 下 述 方程 ， 


ах, = Бау X ов + | Ра, Х I  u)yr(dri,du) 
Чо 


‚| Та, ,uyu(dt,du), 
月 хп, 


ЧЕ p, Со 07 中 值 的 那些 点 ( 称 为 p, 在 U, 上 的 限 

Яр, ЯВА Ета Я SAGE” ВР 就 在 一 列 С) {И 

оу. | |. СВР +оо, АЖЖ "ур Абс”). 
如 果 考 虑 * 纯 断 " 与 “连续 " 相 混合 的 情形 ， 就 要 考虑 ， 
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dX, ,=00,X DdB, +a, X ya: + | га, Х, uvidi, du) 
бо 


+| i Р.Х, sualdi, du), (7.50) 
RÉU G. 


(7.50) 称 汶 Ito-Skorohod 型 方程 .如 果 还 有 ffx) Є Z,(n(du)), 
ГО = 2, 

H; h, А прав PT WW (арг. ЧЕ ВЯ, ВГУ 
asp 不 显 含 寺 的 情形 。 为 了 记号 的 方便 ， 我 们 简 记 方程 (7.50) 
ж РЕС Fb; Л). 

定理 7.14 | o(x),b(z)2y М Жахг, dx 1 a (RORE, 
ао 4х1 FRIIDA, Пия 


| [Со, а) | (Чи) < оо (7.515 
UNU g Д 


及 Lip 条 件 : 
|т(ху-о(у)|?+ bcx- b(y)12 


+f fers) fy ADK x- у1*, 
UMU g 


(7.52) 
其中 nc УЖЕ Poison iif р, В Геуу ME. IMA 
ЗЕ; ,6; f) 
存在 唯一 右 连 左 极 (. 多 ,) 适 应 过 程 解 X ， 它 具有 预 AERD 
X€ ж. 
证 明 “如 前 ， 我 们 把 р, 限制 到 Uo 上， 那么 这 限制 的 点 过 程 
的 点 到 时 刻 为 停 时 列 саш оооу, Mm 然 不 管 对 什么 X， 
恒 有 
Гр fX ssi ds, du) = 0 (000, №. 


因此 我 们 在 0, 上 考虑 (7.50) 的 «е Б: 
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t t 
Y, = x+ | (у, >ав, -f b(xX ,)ds 
0 Ü 


t 
-f f FCX и) (48,94). (7.53) 
Ü UNU p 


(7.53) На УС’, 7.51,07. 50A ЕНК, 
[0х2 + воо | Рх, му ndu КОСІ + |х|), 
ОУ о 

(7.54) 
与 定理 3.1 类 似 地 可 以 证 朋 Y- Х„(а. е. ЧР Д:0=1= ТЕЖ 
iar. НЯ Y=lim ү 是 (7.45) 的 解 ， 而 县 唯一 。 令 
Y,, == а, 
Y, -+ РС, po) t=), 
EET. JOH оо, ПЕ. АТН, c. Е в, 
іс 


х= Í 


X, = = ХИМ, <=* a= (9—9: a <= tool, .., 


1 


E= (0. РЕ. ы ОНИ Р,Д), 


F, = Fo +В: = (B, . в - B, УГ, ces 


Шш, о (шос {КҖ Q Ja ‚НЕВА, )Brown ja дй, P 
仍 是 以 na(* ) 为 Levy 测度 的 平 CF DPoisson 点 过 e F 是 仿 
РЕЖЕ K., B.A, 7) № “ИЖ” BSDE o, ЛЕО 
20. Efe ene e X, 4 


f 一 
хз, ==, 


хр | 
(2; 
Хү. g =< 19». 


只 有 有 限 个 gck， 最 后 就 得 到 (7.50) 在 L0, 所 的 唯一 解 ， 
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推论 1 ”定理 中 的 系数 0,5,f 可 以 显 含 :， 结论 仍 对 (证 明 
x 

HRES = (FR $ ВНЕ, д Lip 条 件 及 (7.54) 
关于 0 所 1 一致 地 成 立 ， 

推论 2 ”系数 可 以 是 随机 的 ， 当 已 xu 固定 肘 o(r x) € Z, 
bO ECF fO DE, Ха,ВЕ ях (Riy, f € @ x 
BRISU), ЖА Lip ЖЖ. ФТ ЖИЕН ЕД. 
那么 结论 仍然 成 立 ， 

ТН 85 Lip 性 。 

引 理 7.11 Н, ЖЗ ЖРО Н Жо, 


вра IOD пси) соо R Ыр Б. ЖУМ Ж 


а) = осу) + 600 К + || ifu) = Гуль асан) 


wo 


Ам x- y) Сим), 《7.557) 
MARET Е С со, ОЕ 


t 
X,=H, -f o(X,)dB, + [eX yas 
g -Ù 


t 
‚| | СХ, нзи (аз, du) (7.56) 
0 UNU g 


Жо НЕОН (Я ВН 解 X， 并 在 上“ 附近 
无 界 。 
如 果 系 数 还 满足 线性 增长 性 (7.54) ,那么 号 = 22) = 1, 
证 明 К’ PRN Н, НОЖ, Ш ННЯ TUR 
ЕГО, оо) Е. ВЕНЕ 


N | М 
(NI 一 1ч. iN A т. 
2 = (1л) %) 5 = (1), 


O 
那么 以 它们 为 “资料 ”的 对 应 于 (?. 56) 的 方程 在 [0,ce) 有 唯一 解 
Xun, 与 定理 3.1 REA ХО) ерсе Х рлер 其 中 
туши, ХМ). Ф Сеат, X = Ху, H< 
inf ry)。 于 是 是 (7.56) 的 唯一 解 . 

“” 设 线性 增长 (7.54) 满足 . tE DE РО = ос) = 1. 设 相应 于 
HF, o0 bin, fun 的 方程 (7.56) 的 解 为 ХӨ. ВА 


РС =) = Pdim са <0<НаР(ту<Ә 
=limP( sup | X| > N) 
N [Os t; 


Klim Pç sup LEM] N) + P sup H, | Na), 
N [0st] . [аз ` 
(7.57) 
利用 Schwarz 不 等 式 及 (7,54), 《7.56) ,我 们 有 


Е Ха а] Мр + а + ge | а+ ЕГ ds]. 
0 


再 用 Gronwall 不 等 式 ( 引 理 3.3) 便 得 
E! ХС, = З4Г Ма ++ DK Jetak t (7.58) 
H Pis HI ЖЕ № Doob 不 等 式 ， 我 们 还 有 
Espl Х|?) 
AO t: 
<34| Е sup [| Но’ +(1+401К'® + кз ВХ] 
itat] а 


5347 E зар |HP e+ C+ OER +С ИК 
са É sup інфе, 
!5+t1 
hik, Pf Chebyshev 不 等 式 推出 P(sup| Х 1220. 应 用 
(1.57 РСЗО =0, AE PE = oo) = 1, 
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Hit ”我 们 有 解 的 佑 计 式 
Ecsup | У?|%) Ж Be (1 +E sup Н) СЕ, 

Е ”系数 9,5,f Ши Е ве P| BB HL, 均 有 相应 结论 5 当 
А ЗЕЕ s ЧЕН ЕСТ М “РИН и ?一致 地 成 立 。 但 
是 对 应 的 证 明 凡 乎 不 变 )， 

定理 7.15 定理 7. МИ Lip RRC. SDF БАЕ 2 11р! 
件 (7.55) ,这 有 时 方 程 (7.50) 存 在 唯 -A X (006). ХМ 线性 
增长 (7.54) 福 足 时 ，PCG = оо) =1, 

: 证 明 іо, 分 段 进行 ， 仿 照 定理 7.14 并 利用 8| 理 7.11. 

£ ` НАТА пр © KOS DURF, НЕВУ tt 
ЯП 6. EHR i. 

定理 7.16 定理 7.15 中 的 解 X( 设 系数 依赖 三) 是 强 马 氏 过 
程 ， 其 转移 因数 为 

P(s,x t, А) = РСА), 

其 中 Хөл 


Ү, ==+ || ог, Y ав, + { Фе, par 
t 
+f | fir,Y p изн (ак, du) 
А UNE g 


+| Fr У лире ди) 
£ бо 


的 解 。 

若 系数 不 显 含 上 ， 那 么 X 是 齐 次 强 马 氏 过 程 ( 若 系 数 0,5 是 
常数 ， 二 只 依赖 于 wu， 那么 X ERK Levy 过 程 ), 其 验 生 成 元 A 
是 A|cz(4 限 制定 义 域 在 C3 上) 的 扩张 ， 其 中 


21 ii ae есу. 
(А9) (х) = 5 2) EO зуу 之 Оозу, 
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+ [#(х + fx = Ох) — VC) fx, ndu) 
О 
| Гах + Их, и) — p(x) in<du) 
(а= сат}, 


证 明 Ф.я, =X Ba A), зщ, АЕ о). РСЯ) 
т, жу 
ТЕ В,,, - B,,v(s +T, AD- VT, А), 0, де). 
HJ B 15 ОЗ ВЕ Ж ЫП ЖЕ Br E ЕЕН я, БУМ, 3 
де (Е) х" 时 ， 可 用 典型 方法 推 得 : 对 РЛЕЯ, Н 
Elgh, ж = ГЕ, ш) кл. (7.59) 
ATARE СКЗ Арай F 2 


9+1 + Е 
22 = F(x ‚| а(в,Х„)аВ, +f bcs, X ,yds 


:| | f(s,X, ,uyu(ds,du) 
: + "Ио 
! T + 站 
| +f Í F Xa uws Чи) }, 
T Ug 
wX, 
Ф 9, ше 9х Ф' (МЫ #' 完备 )。 用 (7.59) 便 得 
ЕЕ, У = ЕСО СХ, нәр.) 
= [Egs w) jer, = EEO s,s) |X 1), 
АВА ШЕВА T ХВ СУЕ ВЕ. И т, РГ, 便 得 
РСК, Е А] я.) = РОХИ ЄЛ) |. 
因此 Pert, AD = P( Xt c A), 
Л св, ХДЕ 
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1 
Y, =х+| осУ,)4(В,., - В.) + [bey ods 
0 ° 


-Ef IY sads, inf | FY o ,u)p(ds,du), 
JUNU, 0-06 


其 中 ғ, д 分 别 是 бр, ВЕРСО E Ж о, 
但 是 方程 的 唯一 解 是 由 逐次 选 代 及 р, Е Яо, 的 ВЕК 
Fr -pr ) 所 构成， 利用 (8,P)? 的 强 再 生性 及 强 解 的 叭 一 性 ， 
我 们 恒 得 到 马 氏 过 程 的 齐 次 性 : 
EFO pedl Sr.) = E, (E(X). 

关于 年 的 结论 只 需 用 定理 7.11. 

对 于 Ito-3korohod 方程 ， 如 果 把 Poisson 过 程 也 作 Е 
F, ЛИВАНЕ ES GA УЗИ. Yamada-Watanabe дг? BE g9 AE 
存在 且 有 轨道 唯一 性 蕴含 分 布 唯一 性 ,也 同样 成 立 ( 参 见 -LM.)， 

有 了 时， 我 们 需要 与 (7.50) 生 为 不 辣 的 方程 

4Х,=о(@,‚Х рав, ОХ drt | /@,Х,_,шу»(4,4и) 


+ | g, X, udt du, (7.50) 
对 这 类 方程 ， 我 们 有 
2187.14” 设 9Ci,x) ,btt,x) 分 别 汶 4xr,d х1 Borel рай, 
f(t,x,u),90Gt,x,u)3 dxi Borel AR, WEGO YT >0, 4 tT 
р) 线性 增长 条 件 
оё, x)| + |5(t,x)| -Í [ft x uD ntdu) 
[#4 


„(| осоо ао PKPA + |х|) 
U . 


及 局 部 Lip ЖИ: 当 
Т, |і, [рл (7.51%) 
[@<Е,х) = T(t, y)| +b(t,x) ~ b(t, y)i 


+Í |/Gt,x,uy-fG, uv, и) | пан) 


[ооо —9(t,#, и | са) Ёк тв 15—91, 
(7.52') 
ЗЕ СТ. БОО ЕВНА ЕАМ. 
证 明 ВЕ (7:52) К. ЖП, Ар А sit is 
a. ERE EX? co, 1007.50 03550 FOX 5. Z 
Хә = X, + [EX Yds, 


利用 Burkholder-Davis-Gundy 泵 等 式 及 (7.527) ,我们 有 
Е (зар: СХ), #4», |) 
ЕТ, 





) 


<. ( ( sup 


ФЕТ 


+ Е( вир f lee, Xs -bs, Ylds) 
< 了 1 в 





F (о(5,Х,у-0(5,Ү,22048, 


+ в( sup рос. Xm) — fis, Y ,uyyn(ds,du)5 ) 


tT 


+ Е( (тэр |], (g(s,X, ,u)—g9(s,Y, ,.,uy)n(ds, du)) 


- 1 ^2 
seg Е (ее, XxX -oY ld) ) 
+ E| toc, XO) -bY ld 
Ф 


+ Е|? |, [СЕМ , u) -J(t,Y (и) | (ан): 
0 r 
Е из 
+ 常数 Е(| | ас Хон) ва ,У,. и) паш) йн) 
Ф Er 
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«ОСТ, +T Ec sup X YD 


ЖОЕ To В СОСТ Т1, MAOO Banach 空间 
ТОВАР TIA ЛЕ, Ih 
ЗРО Тут СТО, ТОЗ ЕЕ Х, Хати 90), 
IX |= 2С вар [X;1P, 


Е САВАК 
Яр, РЕУОТОЖИЖ-ЖАЖХ. KARR m 可 以 用 逐次 
шиже. ЖЫП? 

ХХ, ХВ СХ), 


Др Уу, 我 们 要 证 HHX #.2 ВХ 7270, Г, В, 
便 得 到 X = ЖООЖЫВ FOAD, WERTER., 
(7.527) 强 含 系数 的 线性 增长 性 ,由 它 及 Burkholder-Davis-Gundy 
不 等 式 ， 与 定理 3.1 证 明 类 似 ， 可 得 


了 
Et дар пох. | + тта) 


НОСА Хо, Т, жж ой. щщ ХС 
XX 及 Fatou 引 理 便 得 X € PDT TÆ X OOGST), 
同样 可 以 证 明 对 YK,[kT ck + 1DTii 中 强 解 的 存在 唯一 性 ， 从 而 
在 1220 强 解 存在 唯 --。 再 用 局 部 化 取消 EX3< со МУН, 

下 面 我 们 粗略 地 介绍 定理 ?7.14 在 Mckean-Ylasov 型 随机 微 
分 方程 中 的 应 用 ， 

X 称 为 初 倩 为 Xo 的 Mekean~Ylasov Ito-Skorohod 方程 的 解 ， 
WRC ео ОБЕ, ШК) Мскеап-УТазоу 方程 ) 

аХ,=с(Х,,Р,)4В,+Ь(СХ,,Р уй 


+f fOX „Ри нур (Е, du) 
и 
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+] OK P i ни СЧ, бн), (7.60) 
И 
НР, Е X, 的 分 布 ， 

Р,=ЕРеХ\, 


X 的 分 布 称 为 Mckean 测度 ,也 称 为 Мекеап-У1аѕоч Ito-Skorohod 
ПРЕ, МЕНЯ, 
(Мо Р» Хп; 
(М) v ?€ CË, | 
МЕХ -Xo | ADX a Pads 


TẸ, 其 中 P, = Paea X;1, 
а ж ap 
САгу(х,ру= уота Е 


gx; x 
+| [#(х+дбх,р,нц)) ~ PK) VEC). 9х, p u) ти) 
т 


+] Pet f pu) = псы), (7.61) 
， 
a=gscg", 


由 此 也 可 定义 一 般 的 弱 解 。 | 
对 于 Mekean-Vlasov Ito-Skorohod 方程 强 解 的 存在 唯一 性 ， 
我 们 给 出 相仿 于 定理 ?7.14 的 绪论。 < 


D4 И. ЄК, осет, ЕЙ). 
在 DI ЕЖ ВОВЕ Ге Н], ВА, ПЕН 
分 ， 所 以 不 是 Polish 空间 .在 (D$) 上 引 А, Kantorovich-Rub- 
instein—Vasserstein В, Р ‚Ре ср), 定义 完备 距离 ， 


dtP,P’) = if 上 ~, вирь, — wildo, dw”); 


21.0% tT 


ODP R P” p 38 8 ЭЛ) 


= вир {fgacp P; [шу — обо" у [вар ш, — o, |}. 
g t<T 
:于 是 有 
定理 设 对 x,yE RT, p, gE F(R4)， 有 
1⁄2 
| |х,р,и)[пбйи) + (| асро 1%) 
с. у 


+ ох, ру [+ 2С, ру ЕС |<x]), (7.62) 
[о(х,р) ~ oy + |b(x,p) blyg] 


+ | fæ ~ Уу, 9 уш) | п(Чи) 


+ (| 9c,p,u) -gv u) т Сан) ): 
: sU (|x — y| +0(р,9)), (7.037 
其 中 
Pcp) = inf{| и - Ух, йу) РД p,a Aik | 
Р RU x R 


= sup {[94>- Dilgo- аср [= — z] }. 


ДИ Мекеап-УЈаѕоу Ito-Skorobod 方程 对 于 初 值 X, ЖЕ, ЛЕНЕ 
— Ж. А 
证 明 68591 ЈЕ. Х'=0, 
оха сх, Pr- dB, +b(X m Рис) 


+ | ЛОХ РРО шу» (йди) 
uU 


| OPPE DuC du), 
Xm = X,. 
注意 到 把 Pr-0CXP- BJ УЖ Е “ҖЕ” 后， 我 们 可 以 用 
定理 7.14/， 从 而 上 述 方 程 解 “存在 唯一 ， 由 距离 4 的 定义 ， 
我 们 有 
В 


dP PHAD I 
Е(зар|Х  У— Ху 
ЕТ * 


T / 
«Ех ер чрез | 
т ell m- 1) тъ) 
| (ху - Хе": | + есР OPI за: ) 
a ` 
«СИТ + ТЕ (sup) XP = XPD h +d Pn, P™)), 


选 了 充分 小 ， 可 使 
debu) ,рт+ (вор! X in! 一 了 |) = 
t= T 


To 


Ф EE Mekean № Р,Р"-Р, WAERT. 14, E 
得 定理 . 

Mckean-Vlasov 方程 出 更 于 在 弱 的 平均 场 作 用 下 线性 系统 的 
粒子 的 极限 遂 动 中 。 最 简单 情形 为 了 = 5=0， 令 粒子 位 置 的 经 验 
分 布 为 


pen 


l 


-di Pi" u Pny, 


t> 


nl 
Бу = n Эби, 
ЖФ Хаа? 
| ахі =о(хі, Рав: +b(X 1 „Еу (єп), 
Xi pE (IR n) : 
ВНЖ). 2 РСК, Хо fi, ВА 3E Vk, 


САТЕ п оо 

(Хз, Хр k ЯЕ, 
就 有 речо 9 Meakean-Vlasoy РА СЮ Хор) W 的 分 布 P 
СМскеап МИ). НРУ, totr 有 


(Хаа, Хк) P I) k RRM 


GRA PUE P RARD. 
限于 内 容 舍弃， 本 书 中 我 们 并 不 给 出 如 上 定理 的 证 明 。 


87.9 Brown 运动 的 七 巡 律 


E, P ERC Brow 运动 8, 我 们 无妨 假定 Bo = 

0. ig | 
Zast, В, (6) = 0}. 

用 占 位 时 会 式 立 知 
| dt = 0, 
此 外 ， 由 随机 过 程 的 知识 (可 参见 -@J,LKSJ TRY 以 下 性 项 
а.е.аР з: 

(1) 2 是 无 孤立 点 的 无 界 闭 集 ; 

(2) ӘН Bi(o) 的 局 部 极 值 点 都 是 严格 极 值 点 ШН. E 
ГО, сотр д я] Е; 

‹3› #29 В о Невы. | 

定义 7,16 НЕХ ИХ, ОХ. (о), 
fE t ВИС {Джо Ас Ар g (о) (ў d, (G): 

9.00) = sup iset, X Cu) = 0;, 

d twy = іа (5221, X ,Co)y= 0 
(о,Сш) di DRALL .Co) 路 在 上 的 所 六 Cexcursion) 区 间 ， 
LX (6): gO) < а,(0)} 

ЭХ. ЕЕ КБ БАК, 
直观 上 看 ， 轨 道 就 是 由 它 的 零点 与 所 首相 接 而 成 ， 如 果 知 道 
Шр рК НУЛЕ Е, НАН САРА ЖЕТ, ЕНИ 
Ва Т. НЯНИ МЕ ВА 5. РУТЕ 
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过 程 就 可 以 看 成 字 总 近 秆 的 点 过 程 。 本 节 的 月 的 就 是 证 明 对 于 
Brown 运动 号 来 说 ， 这 个 对 应 的 以 飞 近 值 为 点 的 点 过 程 是 平稳 
Poisson 点 过 程 ， 而 且 要 具体 找 出 这 个 点 过 程 的 特征 测度 nC*)。 
首先 ， 我 们 从 另 一 个 角度 来 认 识 Brownia 3 RRE. 
由 命题 6.1 的 推论 ， 我 们 知道 在 P。 下 Bi -В, 是 反射 Brown ig 
动 ， 记 为 Х,. TERT X AREKE Dd DA 
glo = вирь. Ве (оу = В,(ш)}, 
dtw)=inf{sst: Biwo) = В, (и), 


ESEC: (07,2, (ey B. (ww) 在 附近 两 次 达到 最 大 值 之 间 的 
H. aym At Brown sgp 1B | L; B iy Cats 区 间 应 该 是 一 
样 的 。 这 就 得 到 对 于 Brown 运动 来 说 ， 在 分 布 意义 于 ， 世 这 区 亲 
与 达到 最 大 值 的 间隔 是 一 样 的 。 
81387.12 设 Brown дд) B.B ,= 0, HAE 
о„ = 0, 


s> 0, & 
ro=infit, B, ==’, 
CA 一 iafft>ra B = Ü ta = іа n, B = Ер, 
手记 
4,(t) = maxin Обо, 
а. С B fE Е ЈАТА e 到 0 的 “下 交 数 ”"， 那么 
Etsupled, (0) — {COD)—>0 (2—0), (7.64) 
t=T 
证 明 由 Tanaka 公式 


| > (B; <, Вар 
т 
т^! 
= У | Гео В,)АВ, 
n -Tnt 


+P dln А, 0> - Ко» At,0)) 
ki 


Ё 
=Í pidB, +i, 0), 
0 
其 中 
ФЗ = Ун Са) о, ‹В,). 
记 
ncet) = infin, Tati, 
注意 到 在 ta 是 ЕВ: T B; , <s 4 A hm Я ed, O) + 
СВ, Bigat Ш Н 05 В: – Вг (уг. 由 定理 2.13 及 
ED = Ф, RA 
| t 


Е (sup :| ФВ, 


«ТЕ о і 


| р 


)=с Е (|. pid) 290 AREKE). 


于 是 | 
Ecsupled, (6) -1CG,0)|")->0 (Е—0). 
= т 
РГ ЖЕТШ 29 Fa ВТВ pk Му M| 2 H], 4 
U = іше ( = WY): 0<0,(0) оо, 
Вк, = 0, Ша ш), t = 04 901, 


其 中 


ole) = infit, 20,0, = 01, 

再 记 
=U UD;, 
Жн о = B 3268386008 ИА, 0, = ОСУ #202). М 
Жә = BMIT EU. 

FEU, Сод АЕК Н АК Ар АШ а а], ПЗС, СО 
ПА АК о 后 所 得 的 空间 。 在 一 至 拓扑 下 它 成 为 Polish 
空间 。 由 于 Brown 轨道 的 零点 集 是 无 总 立 点 的 ,所 以 丸 的 凶 ieaer 
测度 为 0 。 我 们 要 找 的 Brown 运动 的 不 近 所 构成 的 平稳 Poisson 
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点 过 程 的 特征 测 EE nç + ВЕСТ, 0779) Е 的 测度 ， 因 此 + 与 
Wiener ЙА РС= Pi) 是 相互 奇异 的 。 

我 们 还 需 注 意 ，Brown 运动 作为 连续 半 租 的 局 部 时 天 是 
Levy 所 定 信 的 局 部 时 L(t,0) 的 两 倍 ， 记 L? 的 有 连续 逆 为 тү; 


т; =infis: 了 


210,005 BI НОЯ, т: 与 89 初 达 主 的 时 刻 同 分 布 ， 后 者 在 
HF A? IG. DpH o, CRE Bw) = ое БВ, L; 
在 8:tw) 的 尽头 区 间 上 保持 同一 个 值 ， 所 以 В.С В < ВИА 
д т, (шо ЮЕ Н. FÆ Brown 运动 的 飞 近 所 组 成 的 点 过 程 可 
定义 如 下 : 
Потро С. УВ», вы. сю), 
р,(шу = тС) т, (ш), 


(7.652 
0, Tp (W) =r; W), 


这 里 注意 р, ОЕ, НЕМО 的 一 个 函数 。 
为 了 突出 这 个 畦 殊 的 点 过 程 ， 我 们 也 把 p,(zw? 疏 记 为 ei(z)， 
РЕКИ НЕ. 
记 с, 为 点 过 程 的 普 跳 时 划 ， 
G =infít, [0 tix 0772-0, 7.66) 


Ж 是 p, 的 计数 过 程 。 
引 理 7.15 р; 是 特征 刹 底 为 有 限 的 平稳 Poisson 点 过 程 ， 
ШШ) 
(1) Fipo, ŽRK 
(2) P(p, єА)=псА)/пЧ/), (7.67) 
证 明 4 | 
ca=intits 70,1 x A)>0}, 
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ЖШН М 04, HF votl A) oOx AOE H E 
的 平稳 Poisson iE, c#,ca 就 应 是 独立 的 参数 为 n(A) ПСА?) 
的 指数 分 布 随机 变量 。 所 以 


PD, р, S А) = peog og) 


lI 


J naye ns (| "Goes dujas 
t š 


n( aye "ut А 


有 从 面 证 得 引 理 。 
` 定理 7.17 如 果 ВСЯ Brown j: в H. B =0， 那 么 它 的 
КОНФЕ е, E FCF Poisson 点 过 程 。 
证 明 因为 由 (7.65》 


БА) = У,у (а -т,-)1А(В,,_..3, (7.68) 
те р 


П.В. т. HOF yË ВРС рк R Е sf ЖЕ ВР, 05 • т, ЖА 
PAE Fs e 


2 


我 们 有 


1 
Un = fu: os), 
T, = int {>0, t, 一 Ti > 2}, 


Те =inf (tT, t, 一 >) 


Рив) = Sissi (Tk) 
k 
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= DI ha T: -Ty JTO, 


tci 


Б e, 是 = 有 限 的 。 
ЖЕНЕ е, 的 平稳 性 。 对 于 局 部 时 我 们 有 


了 8 了 二 了 De L+, =É, 
因而 re д РН ИОТ А. те оо, 所以， 
т.з = ИИ и>0; Lut+s} 
ЕТ; +infíu—>0; ІЗ +в 2+8} 
= r, + inffu 0; L+, HLI: 7) +g} 
=f; +infiu г>, Lit } 228} 


=f; +T; tos,» 


从 而 
Tipan- 22; + Tae- ° Ü... 


由 此 


Та Та (T e Т.) о Е 


А Ст.65), <. ТЯ 
de =e °0, (7.09) 


u((s,s+t]Jx А) = У, А) «б... (7.70) 
最 后 我 们 证 明 е, 是 Poisson Е, ЗНАЯ Ы ЕТЕ X 
《7.70) 来 验证 与 (7.49) 等 价 的 如 下 关系 式 : 
PC, tt hI х АЕ Гу Vt HIX An) Є Гы! Fs,) 
= РОС ЗА) 96. Е ГУЧ, Aa) °8,,Є Г» Я, 
= Pa, ОРО, АЕ Гл» РС, Ав) Е Га) 
= РЕ, AD E Г, К,Р, А.Е Гь). 
命题 7,13 在 样本 点 W 上 点 过 程 e, НИЕ R еби), BÈ 
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Строс, Дл, Зек В Й жь, JE Z 


ев) =е,(ы,ю). FE 


т: 00) = Усе, Сш)), т: (0) = У10%(е:()), 
ЗЕЕ 


sat 


B(w) = У, esra (W) w) (7.71) 


#&Һ ш) 


lI 


Зет, Г +, wr ew (В. 


证 明 Шт, = 272 Cr -т,.) 得 前 两 个 公式 , 又 如 果 tE 


(rs-yrs)y 则 工 ? = s， 于 是 对 ун ЯҢ 
Pal- re.) =0, 
定义 7.17 Brown 运动 的 疙 好过 如 e, 的 特征 测度 mtdu) 称 
为 Ito 测度 或 Brown К.Е, 
ТИР По WE M RIRE R. ir 
Gw= {Ts CW): Tg т. (шуу, 
517,14 若 Flsywu)E эх ФАБ), H. 
ЕС8,0,0) = 0, Ғ20, 
则 对 sst, 
Рт, (Ww) WE PX 900), 
且 
Е( У; Fls,w, (0,12) 3) = Е (| fecrs, wncduds) ) 


#86 


= (|Р ю,иэясдиуа:), 


(7.72) 
证 明 可 测 性 是 直接 的 。 又 


E = Е (| Ет, (ww мур, du) ) 


сл 
г 
bI 


= Е (|. е. оопаз), 
其 中 最 后 一 式 中 7，_ 可 改 为 rz， 从 而 得 公式 ， 


517.15 
её АР Ч) пы 
Eeit ee lt ea 《7.73) 
证 明 由 于 
я 2 (r 1.) = №10. 0, (ш) 
šai LE 
= avara, 


由 (7.36) 我 们 得 到 
ed 
所 以 
Бета". —] = | Eees- Гето = Dn(duyds, 
于 是 Eeit: НИ, Бел": 可 用 Ее", №. ВН 


, [елт о. atau) 
Бет". =e 


下 面 的 命题 给 出 了 а, 在 测度 n(ds F BJ“ ян”. 
命题 7 .13 
aoo>D= (2. 420), (7.74) 

证 明 由 于 rt 可 以 看 成 下 ~ max D, ЕЗЕШ, r, XB 

击 中 t 的 时 刻 ， 因 此 它 是 翅 阶 稳定 过 程 ( 参 见 F0]) , 即 
Бет; = eivai 
与 67.73) 比 较 ， 我 们 有 
дл ЭСЕ 
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= [а етут), 
0 
Hip mla, = neseoc 的 。 由 此 可 知 上 起 右边 积分 有 限 ， 从 而 


lim т, sc)， їш(1-е*^*®утб,гу = 0, 
зз 1+0 


利用 分 部 积分 ， 上 式 右 边 为 


| та,осуе-ма, 
© 


IE £ 


再 比较 此 两 式 ， 便 得 
m(t, oo) = ү. 


我 们 先 用 引 理 7.14 推导 Brown © КЕВИНА. 

引 理 7.16 (7 Brown 运动 跨越 t р СИК PC B| BD Ze в 9 + 
НЕСЯ 4:) 适 应 过 程 。 

证 明 由 于 


Ко, | 1 
(g ,=<ay= | J Í sup ви вн 
я жзжа 


ВЕ д, 是 (C.F 4) 适应 的 ， 

RE tari Э пі о, <t, W 

to Tt Стоп), 
щуп Ж о, 21 ДН 9, =, Я 9, ot РЕВ. (0) = 
0. ММ 
9g1= t= limgs,. 

引 理 证 毕 ， 

定义 7.17 СЯ.) = Brown 参考 族 (F?)， 对 于 非 负 .FF Bs 
机 迹 量 “， 我 们 定义 (参见 命题 2.13” 推论 2， 
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жЖ,=с{Х ХЄт Оз IRE X 8 3F2 
ЕО Ха: ХЕ}. 
我 们 有 
ED же HCF O BF r, ШШЩ ж, лето o К Жо: 
(用 [QJ 定理 2.9); 
E.D EEF Xt, W| X, =)s 
E.D 4 Etro, Ңтшо, W| a.c, B — ЩЕ 
HARA š =n 并 不 能 推出 
ов 
(5.4) Fg IF, 
证 明 ERRARTE X: SX, з. H T 
g, <t, НЕХ 
Xs, = Ха fs, git 
=f Xa Is «g,er? ts 80, 
Ха, ЕЕН s, <t, 
由 引 理 7.17 立 得 X EF HARER YEP, ВН 
Xp EF MEC ORT. 
ED Za, 对 上 递增 (这 是 伟 .9) 不 是 处 的 补充 ) 。 
证 明 v XS e, Ш Хо, НЕСЯ ЕЕ. ТЕХ о. А, € 
е, >з, ШЖ о, <, MAg =g’ РЯ 
Ху, = Ху бу, 
如 果 5,225, ЯВА 
Ха, Xog ne = Хо. aslo, E Fg, 


6.6) шя, = Яо, НЕБЕ НЕ, r ICF) 
в, Ш яо Ся, ся.. 


证 明 V Xe, Х.С, ЕЕ РА, МИ 
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Хо, Z,. Мя, ся. ВМ, HS, Cs, riba 
(яр # М, МИЯ... | | | 
定义 7.18 (я ЖЫ т 2 НЕ, Ш уг ЦЕН 
有 
r=t+z e bis 
击 中 闭 集 的 了 时刻 就 是 尾 时 ， 
对 于 尾 时 + 有 
т=р,+то fg, (在 {9: т} Е, 
注意 也 可 以 看 成 定义 在 U0 上: 对 于 4=w С w= 0) 
row = Í riw), ти, (в, 
+ 55, 其 他 。 
命题 7,14 设 * Erp В,С) 是 Brown 参考 族 ， 
Я, 如 定义 ?7.17 的 含义 。 那 么 .对 УГЕ # (О), 0а, 7). 
上 


ESUO, 0D Fg Enco |... an / ftre dn), 
(7.75) 
ЕС," о) |же A = пло [бе -ny (7.78) 
Rh A, р АВЕ. A, =4,- ginh) =Radon-Niko- 
dn? 
dym FRG nior 分 别 是 测度 | kang n 在 oo 在 .8(U) 中 生成 
的 5 代数 上 的 限制 “由 靖 题 了 ,413 知 m 是 有限 的 ， 所 以 读 导 数 
ЖЯ), 


证 明 BEE Lon OEP, Akl 
То, <r = Гоз (g,)€ Fp,. (7.77) 


Hi, scr 00) = 5 3-3 УМО, од, ст, 由 于 了 是 尾 
有 时，. 上 式 等 价 于 | 
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g s Ө, >ї-^=теф,, 
也 等 价 于 
оС (0.0) оу (бю) о), (7.78) 
RITH Ж. 
HATER ХЕ, (7.77), 7.78) 及 引 理 7 了 .14， 我 们 有 
ЕСХ g Los CIrf (COg, шу" о) 


= Е( > Хто Г, Cr, w) “учет Ce m бо ›) 


Я 
Е([ x, ‚Та ‚+ Гося sn duyds) 


Е ГГ. Х 1+ п оета) ео) 
= ELX о lor Сд DA| TET] 
这 说 明 
EQU rosi COr)f СОВ w7 о) LF g) 
= Ла 9. | т 9), 
由 人 《7.77)， 上 式 立 刻 导 致 (7.75)。 
往 证 (7.76)。 我 们 有 Л. = co((bv uy"), 对 于 Y 有 界 的 X 
EF, ФЕ #*([0,oo)), ЖАВ HE BH jf ë 
ECX оо (gr СА, I Oy, wo) 
= ELCX g, oro GNC ET], (7.79) 
Н п ЛЕ {12200} = (r= оо) ERAN, И 
RPCO A eee |902 
п(т<< G.) T 
一 APC ree ПОР со, 19o)) 


nET) 
= пике, | бб, 


врут oo) = 








сл 
2 
-J 


把 这 式 子 代 人 (7.79) 右 方 ， 然后 ЕШ 来 的 (7.79) 中 用 
Раб. 20| * 2% 1 代替 原来 的 Ф 与 了 人 恒 得 
ЕХ осо.) (g; )0CA,.)7(0 Á юу") 


SEX g, Loa, (g, PCA )п (fl.se,l .)].- a.) 
这 就 是 说 ， 在 {0<g; 三 + 上 有 
БО (ва. )" 0) А = Gira, | hi У[..а . 


推论 ”在 命题 条 件 下 ， 我 们 有 

G) (д, wo 与 Fg, 独立 ， 

Gi) ЕЛ, МЕТ, бов, Жи, 

泽 本 命题 中 对 7 的 要 求 最 强 ， 妈 要求 为 尾 时 ， 这 样 对 应 的 
结论 最 精确 ， 即 条 件 期 望 中 的 9 代数 Fo, BEDAH М h 


的 。 如 果 再 粗放 一 点 , r 是 ( 丈 ,) 停 时 ， 对 应 地 用 较 大 一 些 的 " 


RAF. ， 则 我 们 有 
пр 命题 7 14 СЯ, ) 是 Brown 参考 族 ， t (Я, ) 停 时 ， x, 
= 1, e 那么 在 10 生 gv< 失 rz+ 上 有 ， 


EGO g 0 ау) = n(f |0%>1)|,-д, (а-е.4Р), (7,157) 


ЕК6 W0] Я.Л) =) | са, (а.е.4Р), 
(7. 76’ 

Joh f€ .2*(U), А, ERRER: A, = 上 一 

特别 ， 当 = 时 ， 日 , 拓 0,a.e,dP， кде, <и, а.е.@Р, 
此 了 时 以 上 两 公式 自然 成 立 。 

证 明 ”上 先 证 +=t 的 情形 。 此 时 9, 5 ME — By s€ G, з 
В $+9, ° д, >t, Ж УХЕ, Х20 RMA 

ELX g 1, 9071 


= Е( > Xf Bewa ogg>t =>»). 


есш 
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HF ° 0, = 0,((0,ш)°%о), ЖЕН 7.14, [АЖ 
Е f К алыс n(duyds 
a 


=E [ x. ПСР g t-r )n(g 1, )ds 


= Е( > Xanlf Tgi- 5) О) 


+66. 


= E(Xg, n(f|o 8) | 211-92, 


这 就 证 ВНТ тр № (7.75). ЗС рев, НАГИ > 
т, с, РАСТ. ТОГО така. ЕО, рт фт 
必然 存在 тү, 3 попа 9.,=9:. ХЕ ШЕН o, ra, 我 们 
ЖЕНИ, лы 09. т 上 

Е(/ (69°) Fa) 


=lim ECE Ug, 1279) ig, | 


= limE nC 90225) [ 5+1, Ig, д. | Fa) 
тоже C] x 


SEIOS) eea | Fr) 
= п оов) |,.л, (А. =т-9, ЕЯ). 
一 般 了 可 用 有 界 近 亿 ， 这 就 得 (?7.75”)。 
(7.76 > ара (7.7572, ERIC. TOI K CO. TDH. | 
A Bb B 48 Bb ar ВЕНЕ. 
19 Т.ж Сх, 500) 时刻: 
Раш wri, 


命题 7,15 Г. = д. 


证 明 оху. 因为 ,是 尾 时 ， 在 命题 7,14 Чая z = 
Tae 令 
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би) = Fip pee gtu 
由 67.75) 我 们 有 
Тус) 
EFO, фто СТ оз) = Тб ` 





但 是 上 式 左 方 等 于 
РГ... (В, ю)ә)) 


= P(T yr, w) Tg (0; ш)» 


x 
=Р„(Ту<о„) = у? 


这 里 利用 了 Brown 运动 的 强 马 氏 性 及 越 出 概率 分 配 ( 见 (5.29))。 
EEU ЕТ. оо = 人 Ts 之 9o1， 把 上 上 面 等 式 连 起 来 就 得 到 
„СТ оо)= E Ce АЖ. 
ТЩ ЖШ с. ЖИЕ | 
PLs, tu) ЕР, oH) To ns) 


用 引 理 7.14 得 到 
Е( УМ, =. (9476 ) 


еб 
s< 


5E | his ln ndu)ds 
= пт, ooIELS 
= СЕМ. 
另 一 方面 ， 由 定义 ， 上 式 左 方 应 落 EC O) -1,4 0+ DZP, 


于 是 我 们 有 
|сЕРА — Ба, (=, 


但 是 由 《7.64) 
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ed 2-5 Н —0, 


сс punu 

下 面 约 定 п ЮУ ШЇП тс), 

定义 7,18 ИСО, > Pd P E c ARE + АЕ PL B ИЙ EE == 
间 ， 我 们 定义 O< toe БЙР Xe ББ МЕ 
两 个 对 象 所 唯一 确定 : 

(1) АЖ РО, х,. >): #203; 

(2) НОСКИ А, ELG Е 
条 件 : 

Areal Ы ) = [Р‹в,х, Ыы 2А:С9х», 


Пад... =2 * Га. ХНА EEUU ЖК ҖИЙ АЛ. 

设 (Е, gU), л) № Brown iz zJ © В E =s (Ар, Кн ХХ 
(по ЖЕ), U = U JU нор Орел ЗЕЯ, ЗЕ 
ОШ, Ф підп 在 5 上 的 限制 ， 再 假定 

ПОМ) = 0. 
于 是 5 可 以 看 成 Wiener 25 МОУ, gW ERME, CE c H 
而 不 是 有 限 的 。 

下 面 的 定理 具体 确定 了 По ME, 

定理 7.17 W, 20W), D LAERE FE wise 对 测度 
п 是 齐 次 强 马 氏 过 程 К ЕО 点 中 目的 中 止 Brown ж 
3) BM "的 转移 图 数 ， 其 密度 为 : 


[ - т)? - siyam? 
-53 zt 
е т 6 ERETTE 


р°(Ф,х,у) = Z ( 


ЖАНЕ A Су) 对 5 的 密度 为 Brown 25) А АН dH rh v 的 
ША И рр ЕДЕД 
531 | 





dy Vani" а gx 


证 明 АЕ nt. (P. 2(U)Yn[22 ВМВ, 
ЕЕ ААУ МИ Та Разг. НР ТО =0， 我 们 下 面 不 分 4 ， 
Ljw., АЖЕ НВР u. Е РЕ И w., 
首先 ， 由 于 BM "是 马 氏 过 程 ， 均 对 它 的 FRET ТЇН: 对 
О, Рн, J E (РЭ, 

Раб, „бш, ӘС У 


ад, Гу | eti r РЕ, у) 





= Ере, зе frCw KT a Pw, DD. (7.80) 


其 次 ， 我 们 来 证 明 对 Але, ГС. (0,02), 0 
m (u Í, € T0900A)=n (u € P Pa AD, (7.81) 
为 吐 只 需 考 察 n O, € M0. Lh Fius Г: зо, 
НЯ т ЗА Anu, E ra, Brown Nuk AER e Eiu, = 
上 的 限制 为 ,| 仍然 是 Poisson 点 过 程 ， 其 计数 过 程 记 为 
#0), = 
тү=їпї{8, YE, us EPD S0 
那么 ©, st ERGER r, LA A E. RRE, os 
— L$ = 0, ГҮ r , ЕЕ 
{о> {түф} 
2.98. "СЁ, 
ДЕ $, s=, 
再 划 ， 也 由 ,的 右 连 性 及 已 证 的 90, 为 (FF?,) 停 时 可 知 


{т„ t= {0122285} EFG, oF 


1 


= Ios: {19 >з ` 


{te <= les a 
所 以 Тое СУТО ЕН. 
ЖЗ 27.13, X} Wiener 测度 Р" ФИТ 


532 


+ ІА 
рсе, евил) баа, (7:80) 
* 
记 Brown 运动 3 在 0 th НЕ ВМВ", от, +s。 出 
Ж ШЕЕ, (7.82) 10 0) 


Р*‹В,, ЕГ, B° 20, ЕЛ) 
1 1 





= Е" (Ip cer Рв, СА). (7.83) 
这 样 (7.82y 变 成 
пи , C p 021A)= n (u, Є ГЕ (Тег РЕ CA. 
Hz A= нелі, Па 
nu ErTNA=n (uu € PDPYO(B,C€ РГА), 
— n (и. € TULA) 
УР" (Ве ЕГО) = и егу + 
В" QU a er Pa СА? = [РКА y(dx) 
n (u € T, P, (А) 
ОО и (ш, ° 
 2121007.83), (7.82) 40%: 3, 81107.81). 
现在 证 п, Е 性 。 XEF Y Ок к Де „Г, ‚Е 
(Ку, Жыла Ст. 8128 (7.80019 8] 





поб, Dee Льве, )fGui )) 
=n (Туш, > Ро, Sae, a D kw, A pD 
= (fw Pi, АСТИ 
X Fey t KT ine Ow 9) =. 


=ni (Ам, „вш efe Go, Dia 7) (ш, )), 


这 就 得 到 了 坐标 过 程 关 于 Юн. FARSK HA3 D A YE 
的 一 般 程 式 ， 便 得 强 马 氏 性 。 
最 后 我 们 来 推导 进入 律 ， 
在 命题 7.14 中 了 到 
fGuy= I, a PAG T (и), e, #,оо)), 
НИНА IEE EE, RAA. xem, 
Arly, 00) = пи, 250) = nuy, T, t) 
=n(T, <t, Pip (CHT, 
=n(T,=<t Pt Т, ,eTy, 0))) 
=nT ZOE Qg Р-Р, e у, 2525) 
Ch =Т, (о, ш)”о)), НТ АЙТ. 15 


AT, Соц) = Т, <o) = 42 


因此 当 є->»0, Я 7, ОВ 


_ a. 1 _ 
Alyo) = то Р Œ, e, Ln, 00)) 


1 ` 1 L iy-a) -yr 
= и] ое 2+ 21 yd 
1 = 1 2 
-— _ С а 
УВЧ, Уе 7 


从 而 
da: = уез z dy, 
由 对 称 性 ， 定 理 ?7.17 得 证 、 
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附 о ж 


< ЖЕЛЕ БУЕ 

ОПР Ат Ж. ЖА, ВЕ АЛВЕЯ; 称 为 4 
ЖОЮ ЛЯО, ЖМЖ.) 全 集 ocg, (пу А,ВЕЯ, AZB 
=> Е В\АЕ #, Gi Лея, Л, = И |] AEF, 

1 

定理 1 айы S Тл Юла, Бля 就 是 这 
“л ЖА Й 5 代数 ， 

GER оу, ИИ, C YWLD. 

EF a Нан E, 2. PO ke № ОКВ. (О, 
g DB „ож A ВИ Xa 2 ЖЖ, F 
Pk, Б СӨ ИХ, ж) APE, КМ. ПШ), aE w TE W n 
分 别 地 НЕХ.) =, i, X, (а.е.аРу (Neveu 称 这 H 
НОВА ГАА, Ра АВЕ ВР Е ВА CE ВО ЕЕЕ ЖШ Ж 通 常 的 
EX, сс 15-р). 

ЯН PE САТАНА НО ЯЕ ЯВ йу ШЕ ВЯ М, Яр, ГҮЛ 
Nevea бГр. 

Eoc 上 穿 不 等 式 ) ХЕ, ОХ 
为 АМ Хро, A y Бега, Р, ШЕЕ 


EUX pe, Хоу EX = а)”, (0.1) 
Н 
定理 (Doob 不 等 式 ) 1° ХЕ ГЮ. № 
H 1 一 e г Н а ч 
E(sup| Xn ү 1+зирЁЕС] Х allog | Х|); 0.2) 
л 
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1 бру С 
CEsup| Х„|РуРа р/вар(ЕХ pi yP (>p 5 += 1), 


(0.3) 
А ЕХ 
Рсзар|Х, д) =! (Pl); (0.4) 
лом 
2° Ж ХС.) РЕ, MI 
р Е Хи + E|] X. : 
Pesupi X, > S ЕЛ, (0.5) 
R< N . 


ERARE HFF TFT X r 

1° BEXAR, № Х.= lim X, (a.e.dP) fE # B. X. sf 
ВН. wF T ON = L +0} Nai O, 1, 250s CX ancs, 是 
Си) вене К, КРП п) һен" ГВ. Шр n 一致 
地 有 EX Ту-у 0 рии 此 时 ХСХ) „ен ВИ 


Ж, ОХТА. WA Хх, B 





ЕХ EX. 
2° ЖЕ Хи НЯ, р, X DCZ OF Sh, JE 
a.e B L, 
ZX, — x, 


定理 5(Doob 停止 定理 》 # ХС МР, г, о Жи» 
ЕО ст] © и), МН. то, А 


Е(Х„| ж ,)у>Х 
EXEC a) В, т,о 为 有 Яо В}, МН. то, 3р 


AEX si Ж, y> x 
E с 


я. [л A= U. Аталея }. 


ЗЕМ 


ЖУ i- МЕН, -2,-1. В. p” ("Е - N) 


是 递增 了 代数 读 ， 可 积 随机 变 景 列 „+ СЯ, ТА, #m 
果 半 ns 是 (了 Fs*) 适 应 的 ， 而 月 
ВХ в |ә Xan 
定理 6 ЯСЕН FAX HE EX НЯ, ЯА СХ) 
一 致 可 积 , 而 且 当 nt— - co Br, ЖХ„+а.е.4Р ИЖ H. L, КН 
x 


ТБН АЙП] ВЕ. 

(Q, S PY EC? аи PE Х=‹Х,), „Ж C O F Ek 
CH 应 НВ. №. LBO, яп RHF EE nE X, <, ИЯ 
s= t 有 

ECX FX ae dP (ЯН: =X pX 

定理 7 YPF OTA X, ЕЕ 个 右 连 ( 续 ) 左 极 ( 限 ) 
PJC Т АХ, fE 


Роме Х, = lim X,,X,_= lim X,)= 1, 
# йүз s 市 理 + ¿ 


ХЕХ). 
如 果 Я: = S (Vl, ЯБА хам х, Х,:=Х,, m Н. Ж 
РХ, = Х,)=1 (YD SARH EX ЖЕ. TEAR, 
我 们 称 ХАННЫ. 
КЕЙИ, (Я ОХА VE AE 修 于 (因此 对 于 参考 族 
Ся OIEA Е НУ S Shi ЕЕ). E 


жү, (я. 
证 骨 设 [0:co) 上 全 体 有 理 数 为 Q+。 我 们 首先 来 证 本 
Piu ЖХ Со): Его, Топо ЭЖ) =], 
ПНЕ 0220, lim X, lim Х, 8 а.е.Р fee. 


EQ“: EQ st 
事实 上 ， 设 Q*'L0O,T]= (ri ra Y, K (rise a 按 术 小 
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可 改 记 为 Sieysn。 于 是 ХХ, Ху ‚ХУ РЯ]. хр 
#1 (0. 10500.52, ЗЕЕ n=, RE 


г = 1 - 
ЕО СХ anon р ВСА р-а)", (0.6) 
РС sup IX е СЕХ + ЕХ: р, (0.7) 
ЕС ПТ] ^ 


其 中 U Хе шт lim UXX s, Ы М, ‚Ат, 记 


Ат={ зар [Xi(o)| = со; 
зе nila T) 


(Ц «кх зр =>), 


аф? 


А РСА) = 0. KOO 8. о Л,,.(=2>0) 时 ， 两 个 极 
RIRE, Фл,.- 门 A. ПХ 
s= t 


lim ХС), VE Apa 
ТЕУ 
Lo А OE Apan 
那么 Ar EF 从 而 X, ER, 

Нах, ШЕШН X ЖЕН. sf К, чое дА, ЖА. 
ое л, М, o КЕЛ Ао, НИ ШЕ Да, (есы), 
TEX F 220, ЛЧ Уг, RIRA 

| Х. (в) - Х,(0) |= lim |Х, (0) бш) |6, 


509 sasi t 
РУХ 右 连续 ， 而 且 
РУХ, = lim XDEP(U An )=0. 


329 sit п 


ЭЕ ВЕ ЛГЕН X, Е, Н. РСЕ, = Ша X,,V1)= 1, 


Sem ra: 


再 则 我 们 证 Я X AFC.) РМ, МЫ ХЕХ, я). 
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ERE, UTER 5,6, RIIE San E, 使 sn фз, kt. T 
ЖХ,,.Х,, BANER TRAA, ШИ ЖЕК 2 Я 4 FR EX: 


ЕХ,. ШАЯ G X, УХ, X, 25х,, HPE ACF: 
我 们 在 不 等 式 БОХ, TOSE Га, 4 по, DER 
EC IDSE Fa)» 

HHK EFO К. 5y--2 面 ， 对 于 任 ЛЄ, 在 不 等 式 
ECX T OSEA, Toh, $ nco, W EX, TOSE, Ta), 
НИХ, SECR, F a 

最 后 ， 我 们 证 明 当 1. =. F, PEX =l уй), 2 
ВЫ ЕХ, ж Ж. ЧЕ БИН ХС FRR, HARE 
in v t f, ях, —х.. ЕХ, = БаЕХ,, „ВЯ. Х,=Х,, 
В РОХ, = Хот (VD<=5 EX = ЕХ, ОЕ, = 
limEX, СУБ Yla EQ ,ts 10) ЕХ НЕ, 
° 定理 8(Doob RER EN вяс OB НЕ 
р (ФЕИ, М 
EC зар ІХ, Са + sup ECX, Поверх, 07 (p= ИФ, 

Ферт 


O< t= T 


(0.8) 
[PnP P ТЕ 
ЕС sup |X DEGE PEX ri р>], „+ =]}; 
O< 8< T р р 
(0.9) 


1 Ej Xp]? 
EC sup ' X. SVS Lr -— pl (0.10) 


(由 离散 时 间 摧 直接 推出 》， 
定理 9CDoob 停止 定理 (加 强 形式 )) Ш, =F, XAH 
BA? Ооо БЕ СЕВ Y... TACKI ЛУАН, В), Ж 
A 


539 


1° ХА: ë Шри м Яро, С + oo) ЕЮ “АН” 
X, 是 (了 Fo ) 下 载 ( 相 应 地 №); 
2” 对 于 任 谷 两 个 (了,》 停 了 时 9 和 rf 有 
Е. Я =)Х „ү, 
特别 地 ， 对 于 осоо EARE O ОХ 在 递增 
有 界 停 时 о, БЕНЧА X. СЯ.) КС), ХШ 





== Ае (= V =). Ys AN (ое, |, 
证 明 PEL MRa, MARREL. ЖЕ тако. je 
9, = (0, 1 азе, +оо}, 


—, +++ 
2%; ?9 ] 


cm 二 了 六 -el k (6) ++ Ри ны. 


n ' 


ЖЕ И т", PEY pa, ™ r (toi). 它们 可 以 看 成 
E A ECF renn 闭 下 著 ( 人 XX),e5, 的 随机 选 样 时 刻 ; 根 据 定理 5 
EX | Fm Xn ECX „лз Fm- DX,in-u(a.e.dP), 
Іня, Ся, п, ВТЕ ЕУР 学 , 取 条 件 期 望 后 就 有 
Е(Хыт›| F BEX; | жу (а.е.4Ру, 《0.11) 
由 РСК, в) Жил т, ЯН EX, и EX, 利用 定 
理 6 ЕШ X o X,., ХХ, 在 (0.11) Ап 
оо, Я, EB 
E(X) FEX | Я.) (а.е.4РУ, (0.12) 
REDERE X. ЕЯ, (а.е.арР), ЧЕ, НЯ, = ЖҮ, 
НЕЕ ЛЕ. ЖП 
ATITID E F ES ANTEE R a 
SANIEN жү, 


я, SAEF a Аб ПЕСО. Te FAE 
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Пя. otu 
п 
Апиа] МПа 6 я, 
т 


Hp AC... 因此 门 Я, 从 而 и, = В Жат), 另 一 方 
面 ， 对 于 实数 4 有 ` 
Хол} nfrm =) 


Хол} е жун, АХ, ШЕЯ. а, ТХ, 483 
续 性 得 到 X, = Пах, ое [Fm Ж, ЖИ M то 


2 正确 。 
ЖИ, 我 们 有 
ЕСА |, у= ЕСХ „| ж„у+ЕСХ„ „Гот | Я +). 


(0.13) 
但 是 Х.Г. сеа воз EF ,, А TAL (0.130595 ру 


ECX e| FY = Хи, Р.Е (Хо: [Я 

= Хз, tl, X = Xs, (а.е.аР), 

推论 DEOL je- = E(n| Fa). 

证 明 2 X, sE Я CEE Осо [СЯ 1). 

于 是 对 十 任意 AE 名, 用 Doob 停 正 定理 推出 

EX ola i) = ЕСЖ. Гаев) | 
= E(X ЇЕ < 6 ВОН 02 
SE досег) 


Je t= ос, фр EX, у= БН), НХ. = Е(л|.#„), 
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CE) Brown 运动 存在 性 的 一 个 构造 性 证 明 ( 纲 要 ) 
1° 令 万 为 [0,1 上 全 体 二 分 点 梨 。 记 R2 上 柱 集 生 成 的 “代数 
为 92. h Kolmogorov 定理 推出 在 CR?, .多 ?) 上 存在 制度 РР, (HE 
HPE це, Є 0), шт? (р Є А? (Є Ру 
РӘС? (уча, +, 000.) 0) 
eom dre (Dayi (t а — End) 


r_ 1 xi 9-х, 
хекр| 一 > жар 








0.14) 


29 р, = {зк осо") р, МАЧЕХА «ел», 
记 
Taw? = 以 w? 在 Ro 上 的 限制 所 得 点 作为 顶点 的 折线 ， 那 么 
TW 二 C50,1]， 而 是 了 十 
(RD, BO (Ио, (ИЧ?) 
BU aj Bl a Н, 
3° ЕУ 
gT?) = Чи) 在 五 上 的 限制 : ЄЧ, 
易 证 | 
ATP?) = (шр, wE RD pT wP T w0 (k, i>e): 
Ножи ERREA), 因此 СТР) ФР, 
在 多 tT?) 上 定义 
Т?н? = (P)lim Тыш^Е wu, 
另 一 方面 ， 利 用 Tw? 的 表达 式 及 (0.14) 可 得 估计 


1 n k? 
pef PCT pP, Т, овур 5Е* 


pp H Borel-Cantelli 9| 理 可 推出 
Рэс (Тоу) =1, 
即 变换 7T? 是 a.e,dP? 地 有 定义 的 ， 因 此 它 可 以 扩张 到 Re 上 ,并 在 
АРТ) ГЬ УУ ТРИО. ЯЧЕЕК ТРЕ 
CR?, ЯРУ, AWU) 
nj #Щй. 

1 E (И, Яо ЕРУ = PIT, F 
HT Hesin E D, в PW Сш) саруу ш) ау) 
的 表达 式 MË 00.14). ЖРТ ЙЕ Gorrian, ГМ Оту гү”, 
s t UE. ШАПСА НЕ НГ {ӨХ 4-2 fi [ДИҢ СО. 14) ik, 

5” 对 村 区 间 Гот FPE D la St; 28 Е Ө] НИ, 
# (Wi) ЕЙ РУ" Cia Wes Ci0,m])， 其 分 布 的 形式 仍 
WOLD. PA {PUU ;是 彼此 相 容 的 测度 族 ， 也 就 是 有 

Pw РЖ 7, „Степу Мр ИО В). 
ЖК, ЖП Ane (У), Aa E EOW), ШВ. 

ПА = СИА, 
那么 
ру СА = РУ? Ат), 
AE Un, И’ = C 0, се И’. 
Ех 

Рм = PY UGI, 
利用 Polish( ë ару WE ий == [В] Eñ Kolmogorov +E FB, ТЇ 
ЖР a AI Ду. (W) БЕН. L ЕГЕДА ЕЮ fi 1] C0.145 
的 形式 , ЗЕ РЖИ, 9 (W) Wiener 空间 ， 称 PW A Wiene” 
ЗЕ, СР, ВО) ЕЕ Pr 

XW wt) 
在 PW 下 成 为 Brown 运动 ， 也 称 Wiener 过 程 。 
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(2) Пак 

ЯК Т ERS У ЖЕ ЛИТЕ, ЗПУ: 

хк ор) x) tO ОЮ /‹у) СУГЕ 0,17), 
т АО ВВЕ, 


e O AOO y 的 增 函 数 ， 


2° FEAD BRAU 
3” 对 8 有 
оо 700и суу 

4° Т.Г" DARAN: 

5” 廊 右 连 续 ( 产 左 连 续 ?， 在 六 的 连续 点 上 有 产 = 广西 
Фф х. ору], 

命题 АЖ Е Schwarz 意义 下 的 二 阶 广义 导数 ОЗУ 为 正 
Radon Л р? = 407). RZ, IE Radon Й ДЕ ú Л {ЕТЕП 
Ва ТЕ DY =u, 

ТЕ уар, a<x<b 上 了 有 表达 式 : J0, 8K а, р) 

fex = 5 [мы |x- |2095) +ах + f, 


f' (x) == р. „ёл -$)и(4$) +0, 


证 明 ”必要 性 : 令 0/,0°/ 分 别 为 了 在 Schwarz 意义 下 的 一 
阶 、 二 阶 广义 导数 ， 那 么 对 YPEC5 有 


CDf,F}= - J ши) TOO ferda 


= 0 


feb fO [er 





所 以 Df = ВЖЕ, ЖК 
рау, = = fope = - [re fago, 
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也 就 是 
| пуа у=), 
充分 性 : a, x-a EDAR УТА 
Dix-a| =здп{х— а), Dijx—al = 28a; (dx), 
Ж |х-а € L'(a(dayy, ШЇ 


0*(-5 | х-а| acda)) = 


一 般 地 ， Ж а'<а<Ь<&Ь', 那么 
5] |х—|и(4з), 1 1х - $1043) 
2 J asb] 2 dgan] 


都 在 (ea 六 上 上 四 旦 具有 相同 的 Schwarz С М 导数 ， 所 以 它们 
НЕ-Е ра. TE TeS EERE, D р 
йе. 

设 з(ху ЕЕ, реН, ЕЙ f А ЗЕ, ЯП V x 
хх» Ч 


у(х yz СЕ = s(x) 5(ху—5(х,) 


зоа) зба) ©з? абау зок) 2. 





类 似 地 定义 了 相对 于 s ол, Я, ВН a= d(C). 
那么 我 们 有 
f fe(a b) дот R. Ca) = fb) = 0 的 ЖЕ 要 条 件 为 存在 
E Radon ЖЕЕ н, {Е 
Л) = - ces, acdy), 
共 中 当 x>y 时 


《SCx)》 一 人 (5(Ру—5( 
СХ, = Gy, xX) = * в(а)) ) yd) 


зер) – s(a) Ta 
TO ФН Гоа ФЕ 在 局 AR РЕВА “Е 
ж” Я |х -al 的 线性 组 合 的 和 。 





а.е.аР 

b", с" 

вм° 

SU) 
207,200) 
COD) 


CCD} 


Ca D} CiD) 
CyC Dy: Скр) 


CD); COD) 
CCDICCECD)Y) 
8 
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一 般 记号 


数 a 的 正 部 ， 负 部 。 
minga, b), 
marla, б), 

Ж AA. 

焦 4 的 余 集 。 

集 4 的 5 二 邻 城 


对 于 4P 几乎 处 处 成 立 。 

рү bo EBE О 的 转 监 。 

零点 中 止 的 Brown 运动 

Пе Borel FR, 
„або 9, ЗЕД 

万 上 全 体 连 续 国 数 ( 闪 可 以 为 开 集 或 财 
集 )。 

D FJ tk m by Ж ЕР а ИСТЕ ШУК Е 
JE “№” #8. 
сонлу в. 
СОНЯ, Ж * HE Pñ ЖШ 
f. 

DE ВНЕ МК) DAREA ОЙ 
БЕРЕ в. 

РЕНИ Ки. 

死 点 。 


92 

V Узда 
ZAD 
Cx) 
Ezi Pr 
TEF 


Ж. Я: 


Frs 

Ж. 

ГА 

11% 
LpA, Z, Р) 
SCRI) 

AT 

х 

Pw 

Gista 


号 的 边界 。 

(НЕЙ. 

算 子 ОЛЧА УБ, 

$ 820, 

初 值 为 x 的 期望 ЖЖ. 
Л п дя Я, 

# Fo 08. НК с Йй. 
бо Кият, ел. 

во C ZS етл о 代数 ， 

{Хна VEER о К ОТНЕ 


连续 化 )， 其 完备 化 。 


с 代数 .8 ,在 概率 P 下 的 完备 化 ， 
я. HEEREN S Е U]... 
Et зс t 


U =... 
Ё 


то, ЛЄ. АПТЕ 
ЖҮ. 

AE Fa АП{г<Ф}Є жү). 
严格 + 当前 9 代数 、 

Ж АЕРА, 

局 部 Lebesgue пр, 

p RRRS AA. 

Schwarz 2 |а], | 

ЗЕЕ ХЕ Ба, ВИ Х.... 
11 ЁЁ X ТЕРЕ] z ВАНО. 

Wiener ВЕС 1,21), 

ВЯ. 


EQF, LF), P) CESHA IRO , 5883825 [Н], 


“Оу ж: } 中 的 元 素 个 数 。 

ol ) с ) 中 元 素 生 成 的 9? 代数 。 

= 定妆 为 (在 等 式 中 ,无 区 别 ( 随 册 过 程 ， 
Ир.20> 
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特殊 记号 首次 出 现 的 章节 


А’, Ав 

АР, 49, АД 

Af 

ся) 

AF, Af 

br (x) 

Втр 

СЁ, х,у 
27,91,2102, 
Coal] 
Гам, АТ, 1861, 
ар, 

р 

Da 

elx) 


е,, еи), etf "W3 


Ст, ge), а СИ) 
ess. sup 2° | 
Figg l TE) 

ДК иу, (шуш) 
СХ F Jos 
IGt,x), 2%, ГСК 
Po 


$2, 
$2. 
$4. 
$2. 
$4. 
$6. 
$5. 
$4. 
$1. 


= л ж í р н ыш © 


= 
© 


85.5 


$2. 


$6. 
$7. 
$2. 
85. 
$7. 
$ 7. 
$2. 
$1. 
$1. 
$2. 
$2. 
ŠI, 


$ 7.5 


š 7.2 
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=p r p n pre $S 1.2 


<°, 719% S 1.2 
СА), °С, 
p° CAD $2.4, 87.1, $ 7.3 
zw) 57.4 
Lip, 14р!°° {3.1 
VI 00,819, 
A 10 81.3 
С) f (S P, 51.8 
MF, AMFOS, ча) $2.5 
ME, М1, dl 87.1 
ALATT 52,4 
<м>,<М,М> 51.7,52.4,52.6 
[MI[M,N] $7.1. 
мм, м" $9,5 
У, MF) $1.3 
m(xy mír) $5.3 
WÍ Са, 6), MEE) $4,1 
m т, р t ЫЕ 
#** $2.4 
Ргој, А š 2.2 
Pa $4.1 
P,P, А) $3,3 
p, p (Q) 57.2 
С $3.5 
FPX, В) $4.1 
Fo $ 7.2, $7,3, 87.5 
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Raf 

scx) 

$(Х)»,5САХ) 

SDEx, (а, 8),5рЕС(а,/) 

ЗВЕСО,В;т, В; D) 

SDE p, bf) 

5рЕСо( - ),b( + у) 
SDE(C,b) 

т, Ой АИ 

PX X РИ, tn 


W ° 

Wr trr (dey 

wa 

W = у! 

x° 

ХХ, Y], Хочу 
x" 


z$ 

кх) 

т[а,) 

LEJ] LLC tJ] 

Ta 

ВЫ, А.Е, А), 
РА), AC, A) 

Zo Lis Lay Za 


vets,t]x А), 
VPLS, i] ХА) 
д, BA 


к a © G оо G — с г= ка (л ро (о бо ш ою 


t> 
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名 词 索 ?1 


( 按 字母 一 一 议 语 拼音 及 英语 一 一 次 序 ) 


表现 定理 243 
А ИЛЕЛИН 357 
+ ЖЕЛ ЖОН КЕЗКА) 15: 
АШИ 314 ШЕ 540 
«АУМ 411 МИ 467 


В 
C 


Bessel 随机 党 分 疗程 578 


一 扩散 ”379 Cameron-Martin-Girsanov А 
一 过 程 379 67 
Brownia 3 Са 415 
ЕЛИН 1 
БЛ 199 Choquet (ИЖ, жж» 97 
一 本 381 ВЕ 3 


一 桥 上 的 Brown 过 动 385 
КЕ 522 
(z T үүн) Brownt 383 
Burkholder-Davis-Gundy 


Ati ЙРТ) 355 
ФП У > T-3y НГ n 149 
ЭР ЧА 456 





ин 100 
不 等 式 170,469 
保守 的 ( 蕊 氏族 ,扩散 族 ) 311 р 
ЖЕ 103 
ЖИ ВЕ, ГИ) 311 Dambis-Dubins-Schwarz 63,168 
ЖЕН) 103 DÆ, божия 127 
ЖЕНИЯ 211 Doleans 测度 115 
зер пр АЕР 154 Doleans а 12 
МАРЕ 473 Doob (# IEM, ЖЖ) 536,587 
和 按 界 局 部 时 dll Doob-Meyer 4# 130 
і ЯАВ 422 Doss 350 


ЕЖЕ) 535 
З Йу 49$ 


Е 


Engelbert-Schmtdt 4-8 192,331| 


ск же 53 
Elworthy 定理 299 


Е 


Feller 自然 边界 点 370 
一 流入 边界 点 370 
НЫЙ 370 
一 正则 边界 点 370 

Fichera НӘ 425 
一 流入 边 输 点 425 
ОНД л 425 
ЈЕ 425 

Fichera Bë gm £ 425 

(m ү) Brown ж 6 

(“он 16 

(sr) Poisson ЖЕ 

(m ) 点 过 程 458 


486 


(S авиа 20 


(3 3) 可 料 过 程 10 
(ж) 可 选 过 程 10 
Соу ЛЕ ВС SK) 
= Kit 467,458 
(m) ЛИРИ 20 
(Ж ,) 兴 153 
о АЕМ 8 
(mr y Pale 10 
反射 Brownia 397 


134 





ЗЕ Е 323 
яни 60 


б 


Qirsanov й 240 
~ T 
一 定理 67 
Gronwall( жй д 202 
НЕЁ 223 


H 


Назітпіпвкіі ki 297 
жемис, ам) 
М 82 


454 


Ito 过 程 142 

Пол 43,160,479,482 

По ИН) 522 

Ito-Tanaka 公式 185 

Ito-Skorohod тж 504 
АКШ 516 


J 


ЗЕРЕ FE: Ж 35 
няни, ВН) 
ЕН 287 
流入 律 531 

1 ЖЕЛ НЕ СТГ Se PEBE) 
жи м 
жалар 


104 


458 


116 


558 


ХУЛИ 22 
— МН 132 
Жа 159 
М: 22. 
БВА 467,455 
НИНЕ 467,455 
ЛУ ВР ГВ ЖЕ 153 
ЖЖ 211,301 
局 部 J 有 限 458 
局 部 可 积 464 
НЯ 124,156 
АТТ 152 


K 


Knight 定理 168 
Kolmogorov Æ% ФЕ 178 
Kunita-Watanabe 不 等 式 133 
Kunila-Watanabe У 141 
Мн 116 

可 测 过 程 9 

可 持 时 87 

PRm 80 

HHE тне, 10 
可 料 投影 112,115 

Я Е 116,464 

可 料 对 侦 投 影 116,465 
[Ж Ш 15 

可 料 停 止 定理 110 

TRER ЛЕМ 128 
WREE 123 
TRAPE 219 

可 预报 时 87 

TRE ШШ 314 


554 





а 13 
TAHE ko V k Dk S 10 
Ж 110,115 

УЖ 97 


L 


Laguerre jf № 311 
Le Gall яж 339 


Le Gall 方法 339 
Levy ВЕЛ 169 
Levy iro 494 
Levy 过 程 493,460 
НЫЕ 361 
ЕЖЕ 155 
ЖЕД 537 


М 


МеКеап Ш 515 
Мекеап-УЈавоу 方程 512 
Meyer 122 
TEMAMI AE 1% 
RRR НЕМ 810,311 


N 


Nakao-Perkins-Le Gall 340 
ИАН 62 

Моуікоу д фЕ 57 

ЖМ 422 

= ЕЕК 134,458,467 


о 


Oj 420 
Окађе-Әһітіяш 340 


Ornstein-Ulenbeck 了 过程 216 


P(r) 

Perkins 3 345 
Poisson 方程 323 
Poisson pitte 486 
Polish ір + 
Prohorov Я 250 
РЕМ 516 
п 535 
тина 20 

一 的 特征 132 
УЖ 53 
РДН» 485 
#+ жиш, "к ро 


Q 


强 解 ”237 

AARI 273 

АН ВЕ Зы 312 
ЖЕ 147 

ЗЕ МГ" 486 


Кор?) 


P ХЕЙ 46 
Эм 223 
МЕРЕ 250 
ВАН 250 
ЭЕ йи. 313 


Sio) 


Skorohod AURE 363 
е RE 363 





= 369 
ЕЕ БЫ кд 368 
SKorohod 实 更 定理 25] 
Skorohod 分 解 ( 方 积 ) 400 
Stratonovich им 213 
Бїга}опоу:сһ-ЕЕКЗ ЫИ ПА sa 
Stroock-Yaradhan 定 296 
MELEH ат 
ож М СЕ) 458 
БИЛЇЇ 118,454 
时 间 变 换 118 
я йи ДИР 458 
Ед 312 


т 


Tanaka 的 例子 239 
Tanaka ї 181 
Tanaka-Moyerz t 184 
ЖЕ 89 
Tratter 9 189 
R 87 
ЖИ 350 
FEF 05 Tulcea = 81 og? 
特征 
平方 可 积 娄 的 ~ 132 
ЖЕЛЕ 134 
ЗЕЕ М 488 
TEREE 158 
Verclennikoy 335 


W 


Wiencram, МЧелег m 541 
Wiencr Ж 543 


ел 
ся 
с 


Wiener s= | Py api) 71 
mai ik 3 

Е 127 

EER 147 

无 记 柜 的 随机 微 代 方程 196 
必定 的 入 时 列 108 


X 


{ЕН 212 
MERR MFE 9,13 
йите 10 


Y 


Yamada-Walanbe 233,340 


PS ЕТО А 90 
МИН 467 
НИЕ 271 
ниж 122 
ЯМ 128 
一 致 平方 可 积 园 20 
HEMER) 124 
ARA 200 
ЕЕ GREE 5 
AEREE 537 
НЕ 537 
„ЗЕ 62 








АЖ 522 
СЕ 520 


ЖЕНИТЕ R ASS Е 114 
有 限 准 着 (第 1) 适应 过 程 190 
# B n BJ PI BË 3; 18 ЕТ ВЕ 

《后 部 解 ) 211,301 
ани SR =: 361 
НИЛ, 536 
Ит рУ] 88 
шры 122 
预 局 部 相等 158 


2 


正则 的 过程) 124 
占 位 时 公 下 1188 
Zvonkin 方法 435 
正好 条 圳 分布 225 
ЕШ 454 
е Сы ЕЕ №) 451 
Жим 211 

Е se 

ни 57 

(ER. ЕН 18 
ВАШ 354 
ЕВЕ 121 
最 小 扩散 过 程 366 


Нг] 


rC W 


IDM] 


гт 
© 
+ 


гат) 


га817 


га527 


[H] 
rHWYJ 


L Il 
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